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Dies sind die Vorlesungsnotizen zur Differentialgeometrie fiir einen Kurs, der im Sommersemester 2026 an der
Universitdt Hamburg gehalten wurde. Ich danke all meinen Studierenden fiir ihre sehr aktive Teilnahme am Kurs, fiir
das Stellen sehr guter Fragen sowie fiir die wertvollen Diskussionen. Diese Notizen basieren auf Themen, deren
Behandlung in vielen hervorragenden Quellen zu finden ist, wie (aber nicht beschrankt auf) [Leel3], [Bar], [Wen],
[Tull], [Wal] und [baum].

Lesung 1 3
1 Mannigfaltigkeiten 5
1.1 Topologische Mannigfaltigkeiten . . . . . .. .. . . . . . ... . . .. . e 5
2 Glatte Strukturen 10
2.1 Beispiele fiir glatte Atlanten . . . . . . . . . . e e e e e e e e e e e e e 10
2.2 Weitere Beispiele . . . . . . . .. e e e 13
3 Eigenschaften glatter Abbildungen 16
4 Tangentialvektoren und Tangentialriume 17
4.1 Tangential- und Kotangentialblindel . . . ... ... ... ... . ... ... ... . . . 19
5 Derivation und Tangentialvektoren 22
5.1 Differential einer Abbildung in Koordinaten . . . . . . .. ... ... ... .. ... 27
6 Vektorfelder 28
7 Untermannigfaltigkeiten 29
7.1 Submersionen, Immersionen und Einbettungen . . . ... ... ... ... ... L. 29
7.2 DerRangsatz . . . . . . . . . e e e e e e e e e e e e 30
7.3 EInbettungen . . . . . . . . . . i i e e e e e e e e e e e e e e e e 36
7.4 Untermannigfaltigkeiten . . . . . . . . . . . . . e e e e e e 39
7.5 Einbettungen und Niveaumengen . . . . . . . . . . . . . . . i i e e e e e 40

*Bitte melden Sie Tippfehler oder Fehler per E-Mail an shubham.dwivedi@uni-hamburg.de


shubham.dwivedi@uni-hamburg.de

8 Vektorfelder
8.1 Glatte Vektorfelder .

DIFFERENTIAL GEOMETRY

8.2 Lokale und globale Rahmen . . . . . . . . . . . . . . . e
8.3 Vektorfelder und Derivationen . . . . . . . . . . . ottt e e e e e
8.4 Vektorfelder, glatte Abbildungen, Pushforwards und Pullbacks . . . . . . ... ... ... .......
8.5 Vektorfelder und Untermannigfaltigkeiten . . . . . . . .. ... .. ... ... . ... ...

8.6 Lie-Klammern . . . .

9 Integralkurven und Fliisse von Vektorfeldern

9.1 Integralkurven . . .

9.2 Flisse von Vektorfeldern . . . . . . . . . . . o e e
9.3 Vollstdndige Vektorfelder . . . . . . . . . . . . . e

10 Lie-Ableitungen

10.1 Kommutierende Vektorfelder . . . . . . . . . . . . . e e

11 Kotangentialbiindel und 1-Formen
11.1 Tangential-Kovektoren auf Mannigfaltigkeiten . . . . . . . . ... ... ... ... ... ... .....
11.2 Kovektorfelder oder 1-Formen . . . . . . . . . . . i ittt e e e e e e e e
11.3 Das Differential einer Funktion . . . . . . . . . . . . . e e e e
11.4 Riickzug von Kovektorfeldern . . . . . . . . . . . . . e e
11.5 Lie-Ableitungen von 1-Formen . . . . . . . . . . . . ... e e e e e e

12 Tensoren
12.1 Multilineare Algebra

12.2 Kovariante und kontravariante Tensoren . . . . . . . . . . v i v i i i e e e e e e e
12.3 Tensorfelder auf Mannigfaltigkeiten . . . . . . . . . . . . ... ... .. .. . . .
12.4 Pullbacks von Tensorfeldern . . . . . . . . . . . . e e e e
12.5 Lie-Ableitungen von Tensorfeldern . . . . . . . . . . . . . . e

13 Differentialformen

13.1 Alternierende TENSOTEN . . . . . . . . o vt i e e e e e e e e e e e e e e e e e

13.2 Das Dach-Produkt .
13.3 Inneres Produkt . . .

13.4 Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten . . . . . .. ... ... ... . ... ... . . ..

13.5 AuRere Ableitung . .

13.6 Lie-Ableitungen von Differentialformen . . . . . . . . . . . .. ... .. .. o .

14 Integration auf Mannigfaltigkeiten

14.1 Zerlegungen der Eins

14.2 Top-Formen auf Mannigfaltigkeiten . . . . . . . . . ... ... . L

14.3 Orientierbarkeit . . .

14.4 Integration von Top-Formen auf glatten Mannigfaltigkeiten . . . . . . . ... ... ... ... .....
14.5 Transformationsformel . . . . . . . . . . L e e e e
14.6 Volumenform und Volumenmald . . . . . . . . . . . . e e e e e

15 Der Satz von Stokes

15.1 Orientierungen auf Mannigfaltigkeiten mitRand . . . . ... ... ... .. ... ... .. ......

15.2 Der Satz von Stokes

43
43
44
45
46
49
49

53
53
55
60



S. DWIVEDI

Lesung 1

Bevor wir uns eingehend mit der Differentialgeometrie befassen, wollen wir zunichst einmal ganz ungezwungen
erértern, worum es bei der Differentialgeometrie eigentlich geht. Nehmen wir an, 2 C R? sei eine "glatte Flidche,
und seien z, y € ¥2; wir méchten nun den "Abstand“ zwischen z und y messen. Natiirlich méchten wir den Abstand
zwischen zwei Punkten auf ¥ entlang ¥ messen. Nehmen wir vorerst an, wir hitten einen Pfad v : [a, b] — R? mit
v([a,b]) C 2, v(a) = x und ~(b) = y. Wir kénnen dann die "Lange von +*“ definieren durch

b b
I(y) = / ()]t = / NEORON ©.1)

wobei 4(t) = £~(t), (-,-) das euklidische Skalarprodukt ist und |v| = /(v,v). Nachdem wir die Lange definiert
haben, konnen wir den Abstand zwischen « und y definieren als

d(x,y) = Pi(gfy)l(v), (0.2

wobei P(z,y) = {7 | v ist ein Weg zwischen = und y}.
Daraus ergibt sich folgende Frage:

Frage 0.1. Gibt es fiir eine glatte Fliche ¥? und z,y € ¥ einen glatten Weg von x nach vy, der die kiirzestmogliche Linge
hat? Wenn ja, ist ein solcher Weg dann eindeutig?

Wir werden spéater im Kurs sehen, dass die Antwort auf beide Fragen ,Ja“ lautet, wenn x und y nahe genug
beieinander liegen. Ein solcher kiirzester Weg wird als Geodéate bezeichnet und durch eine gewohnliche Differen-
tialgleichung zweiter Ordnung charakterisiert. Solche Geoditen entsprechen den "Geraden" auf 3, auch wenn auf
3 moglicherweise kein gerader Weg existiert. So weilst du vielleicht bereits, dass der kiirzeste Weg zwischen zwei
beliebigen Punkten auf der Oberflache einer Kugel, also die Geoditen, "Grof3kreise® sind.

Vielleicht ist dir aufgefallen, dass das zentrale Konzept, das wir benétigten, um die Lange eines Weges und damit
den Abstand zwischen zwei Punkten zu definieren, das euklidische Skalarprodukt (,) ist. Wir mussten den Wert
von (v, w) fiir jene v, w € R? kennen, die an einem beliebigen Punkt tangential zu ¥ sind. Vielleicht wissen Sie aus
fritheren Kursen, dass (,) es uns ermoglicht, den Winkel 6 zwischen zwei Vektoren v, w nach der folgenden Formel
zu berechnen:

(v, w) = |v||w|cosb.

Somit konnen wir nicht nur die Lange eines beliebigen glatten Pfades entlang ¥ definieren, sondern auch den
Winkel zwischen zwei glatten Pfaden, sofern sie sich schneiden. Die Mdglichkeit, das Skalarprodukt zweier
,Tangentialvektoren®“ zu bilden, macht ¥ zu einer 2-dimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeit, und das
Skalarprodukt wird als Riemannsche Metrik bezeichnet . Wie bei jedem neuen mathematischen Objekt bzw. jeder
neuen mathematischen Struktur stellt sich die naheliegende Frage: Angenommen, X;, ¥, C R? seien zwei glatte
Flichen und f : ¥; — X, eine glatte bijektive Abbildung, sodass auch f~! : ¥, — ¥, glatt ist. Eine solche Funktion
f wird als Diffeomorphismus bezeichnet, und ¥; und 5 werden als zueinander diffeomorph (diffeomorph)
bezeichnet. Wenn f zudem alle Abstdnde und Winkel beibehilt, wird sie als Isometrie bezeichnet, und ¥; und ¥
sind dann zueinander isometrisch.

Frage 0.2. Wenn X, und X5 zwei diffeomorphe Fldchen sind, gibt es dann eine Moglichkeit zu erkennen, ob sie auch
isometrisch sind?

Betrachten wir zum Beispiel die beiden unterschiedlichen Kugeln in R3. In Abbildung 1 sehen wir die Standard-
Einbettung einer Kugel in R?, und in Abbildung 2 eine leicht vom Standard abweichende Einbettung, bei der ein
Teil der Kugel so gestreckt ist, dass er wie ein Zylinder aussieht. Intuitiv scheint es, als seien die beiden Kugeln
diffeomorph zueinander. Wiederum scheint es intuitiv so, als sollten sie nicht isometrisch sein, da die Lange der Wege
auf den Teilen der Kugeln im gestreckten Abschnitt unterschiedlich sein kénnte. Aber wie lassen sich diese Gedanken
formal begriinden?

Eine Moglichkeit, diese Gedanken formal zu begriinden, besteht darin, das Konzept des Paralleltransports
(Paralleltransport) von Vektoren entlang geschlossener Wege einzufiihren. In den Abbildungen weist Abbildung 1
eine ,rundere” Kugel auf, und der Paralleltransport eines Vektors v entlang des eingezeichneten geschlossenen
Weges ergibt bei der Riickkehr einen anderen Vektor. Im Gegensatz dazu sieht der schraffierte Teil der Kugel in
Abbildung 2 flach aus, und der Paralleltransport des Vektors v ergibt am Ende denselben Vektor. Dies wird in den
kommenden Vorlesungen formal begriindet, und wir werden zeigen, dass diese Eigenschaft mit der Kriimmung der
Kugel an einem Punkt zusammenhéngt. Dies wird es uns auch ermoglichen zu beweisen, dass die Kugeln in beiden
Abbildungen tatséchlich nicht isometrisch sind!
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Wir werden uns ausfiihrlich mit der Definition und Untersuchung der Eigenschaften der Kriimmung befassen und
dabei beweisen, dass es sich dabei um ein mathematisches Objekt handelt, das als Tensorfeld bezeichnet wird. Wir
werden uns aul’erdem mit dem Begriff der lokal flach beschiftigen mit Teilen von Flachen, d.h., die lokal wie Teile
von R? aussehen. Beispielsweise zeigt der Zylinder in Abbildung 3 einen Zylinder, der lokal flach ist. Tatséchlich
wirft dies die Frage auf, ob die gesamte Kugel in Abbildung 2 so gestreckt werden kann, dass die Kugel {iberhaupt
nicht gekriimmt ist?

Diese Frage wird beantwortet, nachdem wir das folgende erstaunliche Ergebnis bewiesen haben.

Figure 1: Standard embedding of S? C R3 with parallel transport of a vector along a closed path leading to a
different vector on return.

| - D

Figure 2: Another embedding of S? C R? but now the yeellow shaded region is locally flat. Parallel transport of a
vector returns to the same vector along a closed path.

- [

Figure 3:
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Satz 0.3 (Gauss-Bonnet Satz). Wenn M eine kompakte, zweidimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit mit
Rand OM ist und wenn K die Gaufs-Kriimmung von M und k die geoddtische Kriimmung von OM ist, dann gilt

/ KdA + / kds = 2mx (M), (0.3)
M oM

wobei x (M) die Eulersche Charakteristik von M ist.

. v

Wir werden den Satz von Gauss-Bonnet verwenden, um zu beweisen, dass es keine Riemannsche Metrik auf S?
geben kann, die iiberall lokal flach ist.

Wir beginnen nun mit der formalen Betrachtung der Themen.

1. Mannigfaltigkeiten

1.1 Topologische Mannigfaltigkeiten

Zunichst wiederholen wir einige grundlegende Begriffe aus der Topologie.

Definition 1.1. Sei M eine Menge. Eine Teilmenge O C P (M) wird als Topologie auf M bezeichnet, wenn
1. 0, M € O.

2. Beliebige Vereinigungen von Elementen von O gehdren zu O, dh., wenn {U; };c; € O gilt, dann gilt dies
auch fir _UIUi.
S

3. Endliche Schnittmengen von Elementen in O gehéren zu O, d. h., wenn Uy, U € O, dann gehort auch
U, N Uy € O. Wir bezeichnen das Paar (M, O) als einen topologischen Raum.

Elemente von O werden als offene Mengen (offene Mengen) bezeichnet. Eine Teilmenge C M wird als
geschlossen (abgeschlossen) bezeichnet, wenn M \ C € O gilt. Seien (M, Oys) und (N, Oy) zwei topologische
Raume. Eine Abbildung f : M — N wird als stetig bezeichnet, wenn

fFYV)€e Oy ¥V V eEOy.

Das bedeutet, dass die Urbilder von offenen Mengen in N in M offen sind. Eine bijektive stetige Abbildung
f: M — N, beider auch f~! stetig ist, wird als Homéomorphismus bezeichnet; in diesem Fall sagt man, dass M
und N homéomorph sind .

Wir kdnnen nun definieren, was eine topologische Mannigfaltigkeit ist.

Definition 1.2. Sei (M, O) ein topologischer Raum. Dann wird M als n-dimensionale topologische Man-
nigfaltigkeit bezeichnet, wenn

1. M ist Hausdorff (hausdorffsch), d. h., jedes Paar unterschiedlicher Punkte ldsst sich durch offene
Mengen trennen: Fiir p,q € M gibt es offene Mengen U > pund V > ¢ so, dassU NV = (.

2. Die Topologie von M hat eine abzéhlbare Basis, was bedeutet, dass es eine abzdhlbare Teilmenge
B C O gibt, sodass fiir jedes U € O ein B; € B existiert, wobei ¢ € I und

U= UBi.

icl

3. (am wichtigsten) M ist lokal homdéomorph (,lokal homéomorph“) zu R™ (dasselbe n wie in der
Definition), das heil3t, fiir jedes « € M gibt es eine offene Menge U > x und eine offene Menge V' C R”
sowie eine Homoomorphie = : U — V zwischen ihnen.

Das bedeutet im Grunde, dass jede Mannigfaltigkeit lokal wie ein euklidischer Raum aussieht.
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Definition 1.3. Die Homoomorphismen = : U — V in Definition 1.2 werden als Karten oder lokale
Koordinatensysteme von M bezeichnet.

Beispiel 1.4. Jeder euklidische Raum R” ist eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit U = M, V = R™ und = = id,
der Identitédtsabbildung.

Beispiel 1.5. Jede offene Menge O C R" ist eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit U = O, V = R™ und z = id.

Beispiel 1.6. Die n-dimensionale Kugel
S"={y eR" | [yl =1}

ist eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Die Existenz von Koordinatensystemen lésst sich mithilfe der stereografis-
chen Projektion beweisen. Wenn s = {—1,0,...,0} € R"™! den Siidpol der Kugel bezeichnet, dann definieren wir
Uy = 5™\ {s} und setzen V; = R". Definiere die Abbildung x durch

2
0,1 n ~
z(y Yy ,... = .

g
Offensichtlich ist die Abbildung x stetig und bijektiv. Die Umkehrfunktion x~! ist gegeben durch

1

7 2) = ———
A+ |21

(4= 12, 42)

und ist somit ebenfalls stetig. Somit ist = eine Koordinatenfunktion von M.
Ahnlich verhilt es sich, wenn wir den Nordpol n = {1,0,...0} € bR"*! entfernen und U, = S™ \ {n} setzen
sowie erneut V, = R™t! wihlen; dann ist 2’ : U, — V, gegeben durch

xl(yovyla"'ayn): Y,
—_——

ist eine weitere Kartierung, was beweist, dass S™ eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist.

Aufgabe 1.7. Kann man S™ mit einer einzigen Karte abdecken? Wenn ja, wie wiirde diese Karte aussehen? Wenn
nein, warum nicht?

Aufgabe 1.8. Betrachten Sie den Doppelkegel M = {(y', 4%, y3) € R3 | (y1)? = (y?)?+ (v*)?}. Beweisen Sie, dass M
keine zweidimensionale Mannigfaltigkeit ist, indem Sie zeigen, dass keine Koordinatensystemkoordinaten existieren.

Beispiel 1.9. Sei U C R" eine offene Menge und sei f : U — R” eine stetige Funktion. Die Grafik von f ist die
Menge

() =L, fw) ly U}

Sei m; : R® x R¥ — R die Projektion auf den ersten Faktor und sei x : I'(f) — U die Abbildung = = LETPO
die eine stetige Bijektion mit einer stetigen Umkehrfunktion ist. Somit ist I'( f) eine n-dimensionale topologische
Mannigfaltigkeit und tatsachlich hom6éomorph zu U selbst. Die Koordinaten (I'( f), x) werden als Graphkoordinaten
bezeichnet.
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Wenn man annimmt, dass R” und R™ genau dann homéomorph sein kénnen, wenn n = m ist, dann gilt
Folgendes:

Lemma 1.10. (Topologische Invarianz der Dimension). Die Dimension einer topologischen Mannigfaltigkeit ist
eine topologische Invariante der Mannigfaltigkeit.

Wir werden weitere Beispiele fiir Mannigfaltigkeiten betrachten. Angenommen, wir haben eine Kartierung
oder ein lokales Koordinatensystem = : U — V. Dann konnen wir an jedem Punkt p € U die Koordinaten
(x1(p),...,2"(p)) € V C R" betrachten, die wir als Koordinaten von p bezeichnen.

Bevor wir weitere Beispiele und Eigenschaften von Mannigfaltigkeiten besprechen, wollen wir sehen, ob wir in
niedrigeren Dimensionen mehr Informationen iiber sie gewinnen kénnen.

0-dimension. Ist eine Mannigfaltigkeit M 0-dimensional, so hat jeder Punkt p € M eine offene Umgebung U > p,
die homéomorph zu R? = {0} ist. Somit ist {p} fiir jedes p eine offene Teilmenge von M und folglich hat M die
diskrete Topologie. Zudem zwingt die zweite Bedingung in Definition 1.2 dazu, dass M ein abzédhlbarer Raum ist.
Somit haben wir Folgendes bewiesen

Vorschlag 1.11. Die einzigen topologischen Mannigfaltigkeiten der Dimension 0 sind abzdhlbare Rdume mit
diskreter Topologie.

In den kommenden Vorlesungen werden wir die folgende Klassifizierung fiir eindimensionale Mannigfaltigkeiten
beweisen.

Vorschlag 1.12. Jede zusammenhdngende eindimensionale Mannigfaltigkeit ist entweder mit S oder mit R
homéomorph.

Anhand des folgenden Beispiels mochten wir die Beziehung zwischen der Topologie auf M und der Menge der
Koordinatensysteme auf M besser verstehen. Intuitiv scheint es, als kénnten wir alles iiber die Topologie von M
sagen, wenn uns eine Sammlung von Koordinatensystemen von M gegeben ist, die es abdecken. Dies ist der Inhalt
des néchsten Lemmas.

Lemma 1.13. Jede Mannigfaltigkeit besitzt eine eindeutige Topologie, wobei offene Mengen die Definitionsbereiche
der Koordinatensdtze der Mannigfaltigkeit sind.

Wir beweisen dieses Lemma in einer Reihe von Satzen.
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Vorschlag 1.14. Sei M eine Menge und I eine Indizierungsmenge. Angenommen, fiir alle ¢ € I gilt: U; C M,
V; C R™ und z; : U; — V; sind Bijektionen. Angenommen, es gilt Folgendes:

1. UU;=M,
el

2. fiirallei € I ist z;(U; NU;) C R™ offen, und
3. ajox; ! x;(U;NU;) — a;(U;NU;) ist eine stetige Abbildung auf R™, fiir alle i, j € I (siehe Abbildung 1.14).

Dann verfiigt M iiber eine eindeutige Topologie, in der die Mengen U; offene Mengen sind und alle Abbildungen x;
Homoomorphismen sind. Ist zudem I abzdhlbar; so hat die Topologie auf M eine abzdhlbare Basis, und wenn fiir
jedes p,q € M ein i € I existiert, sodass p, q € U; gilt, dann ist M auch hausdorffsch.

\. J

Beweis von Satz 1.14. Wir beweisen zunéchst, dass, falls eine solche Topologie auf M existiert, diese eindeutig sein
muss. Wir beweisen dies, indem wir zeigen, dass, wenn O eine solche Topologie ist, eine Menge X € O <=
z;(X NU;) in R™ offen ist fiir alle ¢ € I. Angenommen, O ist eine Topologie auf M, sodass U; alle offene Mengen
sind und z; alle Homéomorphismen sind. Sei X € O. Dann ist X N U; € O und somit ist 2;(X N U;) in R™ offen fiir
alle i. Umgekehrt sei X C M so, dass =;(U; N X) C R” fiir alle i offen ist. Dies bedeutet, dass x; o 2; *(U; N X) in
R™ offen ist und somit X in M offen ist. Wenn also eine durch die Bedingungen des Satzes gegebene Topologie O
existiert, muss sie eindeutig sein.

Um die Existenz zu beweisen, zeigen wir, dass die Menge
O={XCM|z(XNU;) CR"offenViec I}

eine Topologie auf M beschreibt. Offensichtlich gilt §, M € O, da x;(M NU;) = z;(U;) gemil} Bedingung 2 offen in
R™ ist. Wenn X, € O, j € J gilt, dann gilt fiir alle ¢ € I:

——

jed jeJ ied offen in R™

und daher liegen beliebige Vereinigungen von Mengen in O in O. Den Teil iiber die endliche Schnittmenge solltest
du selbst beweisen. Somit ist das oben beschriebene O tatséchlich eine Topologie auf M.

Nun wollen wir zeigen, dass in dieser Topologie U; offene Mengen sind. Dies folgt jedoch klar aus Bedingung 2.
Wir beweisen nun, dass x; fiir alle ¢+ € I Homéomorphismen sind. Sei z; : U; — V; C R™ eine Abbildung fiir ein i € I.
Wir kennen nur Teil 3. Sei Y C V; offen. Dann gilt fiir jedes j € I:

xj(x;l(Y) N Uj) = l‘j(.’l?;l(y N .’I?l([]z N UJ)))
= (.’Ej o .T;l) Yn J?Z(Ul N U]> ,
————

stetig offen gemiR Teil 2.

offen

ist offen in R” und daher geméR der Definition von O gilt z;* (V) € O. Analog lasst sich zeigen, dass auch z; ' stetig
ist, womit die Aussage bewiesen ist.
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Nehmen wir nun an, die Indexmenge I’ C I sei abzéhlbar und bedecke M. Da die Topologie eindeutig ist,
ergeben I und I’ dieselbe Topologie auf M. Nun hat die Topologie jedes V; C R™ eine abzédhlbare Basis B;. Dann ist
x; ' (B;) eine abzéhlbare Basis der Topologie von U; und somit ist |J 2; ' B; eine abzéhlbare Basis von M.

el

Schlief3lich seien p, g € M mit p # ¢ und sei i € I so, dass p, q € U;. Da R™ Hausdorff ist, konnen wir V1, V5 C V;
so wihlen, dass sie offen sind, z;(p) € Vi, z;(q) € Vo und V; NV, = 0 gilt. Dann trennen z; ' (V;) und z; *(V2) p und
q. O

Beispiel 1.15 (Reeller projektiver Raum). Wir definieren den reellen projektiven Raum wie folgt:
RP" = {L C R**! | L ist ein eindimensionaler Unterraum}, (1.1

das heiRt, RP" ist die Menge der Geraden in R"*!. Wir verwenden die Quotiententopologie auf RP" unter

Verwendung der Quotientenabbildung = : R"*1 \ {0} — RP", die jeden Punkt p in R"*! \ 0 auf den von p

aufgespannten Unterraum abbildet; mit anderen Worten, wir verwenden die Aquivalenzrelation p ~ Ap, A # 0 € R.
Wir stellen Koordinatensysteme fiir RP" vor. Fiir jedes i =1,...,n + 1 sei

U; c R™\ {0} wobei p’ # 0,
und sei
UZ' = W(UZ)

Aufgrund der Eigenschaften von Quotientenabbildungen ist U; C RP" offen, und wir definieren ¢; : U; — R™ durch

o (! ) ﬁ pi=1 pitl Pt
i (P, i g )

Diese Abbildung ist wohldefiniert. Da ¢; o 7 stetig ist, ist auch ¢; stetig; tatsichlich handelt es sich um eine
Homd&omorphie mit der durch

d)fl(ul,...,u") = [ul,...,uifl,l,ui,...u”].

Geometrisch bedeutet ¢([p]) = u, dass (u, 1) der Punkt in R™*! ist, an dem die Gerade [p] die Hyperflache schneidet,
auf der p* = 1 gilt. Da nun die Mengen Uy, ..., U,,+1 RP" abdecken, sehen wir, dass (U;, ¢;) eine Koordinatensystem-
darstellung von RPP" bilden und es so zu einer n-dimensionalen topologischen Mannigfaltigkeit machen.

Beispiel 1.16 (Produktmannigfaltigkeiten). Sind AM; und M, topologische Mannigfaltigkeiten der Dimensionen 7,
bzw. ns, so ist M7 x M, wiederum eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n; + ns.

Ein einfaches Beispiel fiir das oben beschriebene Phinomen ist der n-Torus fiir n € N. Er wird mit T" =
St x ' x ... x S! bezeichnet und ist eine topologische n-Mannigfaltigkeit.

n—mal
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2. Glatte Strukturen

Wir erinnern an die Definition glatter Abbildungen zwischen euklidischen Rdumen. Zur Erinnerung: Sind U C R"
und V' C R™ offene Teilmengen, so wird eine Abbildung f : U — V als glatt oder C* bezeichnet, wenn jede ihrer
Teilfunktionen stetige partielle Ableitungen aller Ordnungen besitzt. Ist f dariiber hinaus eine Bijektion und ist auch
f~! glatt, so spricht man von einem glatten Diffomorphismus. Da jede topologische Mannigfaltigkeit lokal wie
eine offene Teilmenge eines euklidischen Raums aussieht, ist es sinnvoll, zu versuchen, glatte Abbildungen auf einer
topologischen Mannigfaltigkeit zu definieren.

Wir mochten definieren, wann eine Abbildung f : M — R glatt ist, wobei M eine topologische Mannigfaltigkeit
ist. Dazu miissen wir der Mannigfaltigkeit eine genauere Struktur geben. Wir beginnen mit folgendem

Definition 2.1. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit und seien (U, ¢) und (V) zwei Koordinatensys-
teme, sodass U NV # () gilt. Die Abbildung

Yop 1 pUNV) = (UNV) 2.1)

wird als Ubergangsabbildung von ¢ nach ¢ bezeichnet.

P (v)

Wir definieren Folgendes

Definition 2.2. Seien ¢ : U — U und ¢ : V — V zwei Koordinatensysteme auf einer n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit M. Sie werden als glatt kompatibel oder C*°-kompatibel bezeichnet, wenn

Yod lip(UNV) = p(UNV) (2.2)

ein C*°-Diffeomorphismus ist.

Nachdem wir die Definition glatt kompatibler Koordinatensysteme verstanden haben, definieren wir nun, was ein
Atlas und ein glatter Atlas ist.

~

Definition 2.3. Eine Menge von Kartierungen ¢, : U; — U, i € I, von M wird als Atlas von M bezeichnet,
wenn die Definitionsbereiche der Kartierungen M abdecken, d. h.

v =m.
i€l

Ein Atlas A wird als glatter Atlas oder als C*°-Atlas bezeichnet, wenn beliebige zwei Kartierungen in A
C*-kompatibel sind.

Um zu beweisen, dass ein Atlas ein glatter Atlas ist, miissten wir lediglich nachweisen, dass jede Ubergangsabbil-
dung ¢ 0 ¢~ ! glatt ist, wann immer (U, ¢) und (V; %) Koordinatensysteme in A sind, da ¢ o ¢~" offensichtlich ein
Diffomorphismus ist, weil (¢ 0 =)~ = ¢ 0 9p~! ist und letztere eine der Ubergangsabbildungen ist, die glatt ist.

2.1 Beispiele fiir glatte Atlanten
Beispiel 2.4. Sei M = U C R" offen. Dann ist A = {id : U — U} ein C*°-Atlas.

Beispiel 2.5. Fiir M = S™ erinnern wir uns an die Kartierungen aus Beispiel ??. Betrachten wir A = {(z; : U; —

10
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V1), (2 : Uy — Va)}, wobei Uy = 8™\ {s} und Uz = S™\ {n}. Wir erinnern uns auch daran, dass

2 _ o
z1(y) = W@/» wobei y = (y°,§) € R"*,
1
—1 o 2 n
Ty (Z)— 4+||ZH2(4_||2H 74Z)a z€S )
2
z2(y) = T

Somit gilt fiir jedes v € z1 (U N Us):

_1( ) 4—Hv||2 4uv
To O V)=
S 2\ +[[ol]2 4+ o2

_ 2 4ov
- 4—|lv||? 2
1= EEE T o
_ 4uv
[[o][2*

Man beachte, dass v € R™ \ {0}. Somit ist x5 o xfl C®°. Analog ist auch z; o x;l glatt, wodurch z; und -
C*°-kompatibel sind und A ein C*°-Atlas fiir S™ ist.

Beispiel 2.6. Erinnern wir uns an den reellen projektiven Raum RP™ und seine Koordinatensysteme aus Beispiel ??2.
Man kann berechnen, dass fiir beispielsweise i > j und (u', ...,u") € (U; N U;) gilt:

-, s s, s -, R

w Tow w Tud w Cud

ul W1l itl Wl 1 it u
uj? b

die lediglich rationale Funktionen und somit C*° sind. Somit erhalten wir einen glatten Atlas fiir RP".

Wir werden spiter weitere Beispiele betrachten. Aber erinnern wir uns vorerst daran, dass wir diesen Begriff
des glatten Atlas eingefiihrt haben, weil wir definieren wollten, wann eine Funktion f : M — R differenzierbar
ist. Wir méchten sagen, dass f : M — R glatt ist, wenn f o ¢! im Sinne der gewdhnlichen Analysis fiir jede
Koordinatenkarte (U, ¢) im Atlas glatt ist. Diese Definition weist ein kleines Problem auf. Es kann vorkommen, dass
verschiedene Atlanten zu ,derselben” glatten Struktur auf M fithren. Um Redundanzen zu vermeiden, geben wir die
folgende Definition an.

Definition 2.7. Ein C*°-Atlas A,,,, wird als maximaler Atlas oder als differenzierbare Struktur auf M
bezeichnet, wenn jede Karte, die glatt kompatibel mit allen Karten in A, ist, bereits in A,,,, enthalten ist.
Mit anderen Worten:

Apnar := {Karten (U, ¢) im Atlas A von M | ¢ ist C°° — kompatibel mit allen Karten in A}. (2.3)

Offensichtlich ist A,,.. ebenfalls ein C*°-Atlas. Sind ¢, 1) zwei Kartierungen von M, die mit allen Kartierungen in
A C*-kompatibel sind, dann sind ¢ und + untereinander C'>°-kompatibel, denn wenn z € ¢(U NV'), dann existiert

eine Kartierung 7 : U — U in A existiert, sodass ¢! (z) € U gilt. In der Nihe von z gilt also

ot =@or Ho(rod™).
—_— —

Coo Coo

Definition 2.8. Sei M™ eine topologische Mannigfaltigkeit. Ein Paar (M, A,,q. ), Wobei A,,,.. ein maximaler
Atlas auf M ist, wird als n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit bezeichnet.

Mit dieser Definition konnen wir nun endlich die Differenzierbarkeit von Funktionen definieren.

11
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Definition 2.9. Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten, p € M und sei kK € NU {co}. Eine
stetige Abbildung f : M — N wird als k-mal stetig differenzierbar in p oder C* in p bezeichnet, wenn es
eine Koordinatensystem C' gibt, ¢ : U — V € A,,,,(M) mit p € U und eine weitere Koordinateneinteilung
Y :U =V € Apmar(N) mit f(p) € U und f(U) C U existiert, sodass

Yofopt:g(U)— VistCF. (2.4)
)
Y
Q
-1

E?/

Definition 2.10. Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Eine Homéomorphie f : M — N wird
als C*-Diffeomorphismus bezeichnet, wenn sowohl f als auch f~! C* sind. In diesem Fall werden M und
N als C*-diffeomorph bezeichnet.

J

Bevor wir uns Beispiele fiir glatte Abbildungen ansehen, wollen wir uns noch weitere Beispiele fiir glatte
Mannigfaltigkeiten ansehen.

Bemerkung 2.11. Wir betonen, dass eine glatte Struktur eine zusétzliche Information ist, die wir einer topologischen
Mannigfaltigkeit M zuordnen. Wenn wir also sagen, dass M eine ,glatte Mannigfaltigkeit“ ist, dann ist bereits
impliziert, dass ein glatter maximaler Atlas vorgegeben ist. Es kann vorkommen, dass eine gegebene topologische
Mannigfaltigkeit viele verschiedene glatte Strukturen hat. Betrachten wir zum Beispiel die Homéomorphie

YRR, ¢(x) =2

Der Atlas (R, v) ist eine glatte Struktur auf R, aber er ist nicht C*°-kompatibel mit der Standard-glatten Struktur
(R,id) auf R, denn

idoy™(y) =y
am Punkt {0} nicht glatt ist. Somit sind die beiden glatten Strukturen unterschiedlich.

Aufgabe 2.12. Sei M eine nichtleere topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n > 1. Angenommen, M hat eine
glatte Struktur. Zeige, dass M unzidhlbar viele verschiedene glatte Strukturen hat.

Bemerkung 2.13. Tatsédchlich kann es vorkommen, dass eine topologische Mannigfaltigkeit iiberhaupt keine glatten
Strukturen hat. Das erste Beispiel wurde von Kervaire [Ker60] fiir eine kompakte 10-dimensionale Mannigfaltigkeit
gegeben.

Obwohl es verlockend erscheint, eine glatte Struktur durch die explizite Beschreibung eines maximalen glatten
Atlas zu definieren, ist dies nicht immer zweckmaifig, da dieser viele Karten enthalten kann und es dadurch
schwieriger werden konnte, die Angaben explizit zu {iberpriifen. Dies l4sst sich durch das folgende Ergebnis beheben.

( N

Vorschlag 2.14. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit.

1. Jeder glatte Atlas A von M ist in einem eindeutigen maximalen glatten Atlas A,,.. enthalten. Ein solcher
A ez wird auch als die durch A bestimmte glatte Struktur bezeichnet.

2. Zwei glatte Atlanten von M bestimmen genau dann dieselbe glatte Struktur, wenn ihre Vereinigung ein
glatter Atlas ist.

12
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Proof. 1. Wir haben bereits die Existenz eines solchen A,,,, bewiesen. Um die Eindeutigkeit zu beweisen, beachte
man, dass, wenn B ein beliebiger anderer maximaler glatter Atlas ist, der A enthélt, dann jede seiner Karten mit jeder
Karte in A C°°-kompatibel ist und somit per Definition B C A,,, gilt. Analog gilt A,,,. C B und somit A, = B.

2. Ubung. O

2.2 Weitere Beispiele

Beispiel 2.15. Sei MY eine 0-dimensionale Mannigfaltigkeit. Wir wissen, dass es sich um einen abzihlbaren
Raum mit diskreter Topologie handelt. Die Koordinatenséitze sind {(p, ¢) | p € M, ¢ : {p} — R"} und sie erfiillen
trivialerweise die Kompatibilitdtsbedingungen, sodass M" eine eindeutige glatte Struktur besitzt.

Beispiel 2.16. Die durch den Atlas (R", id) bestimmte glatte Struktur auf R” wird als die Standard-glatte Struktur
auf R" bezeichnet.

Beispiel 2.17. Sei V'™ ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum. Da jede Norm auf V' eine Topologie bestimmt
und alle Normen &quivalent sind, verwenden wir diese Topologie, um V als topologische Mannigfaltigkeit zu
betrachten. Wir zeigen im Folgenden, dass V' eine glatte Mannigfaltigkeit ist. Sei {ey,...,e,} eine geordnete Basis
von V und definiere den Isomorphismus ¢ : R™ — V durch

o(x) = Z r'e;.
i=1

Diese Abbildung ist ein Homéomorphismus, und somit ist (V, ¢—!) eine Koordinatensystem.
Angenommen, {e}, ..., e} sei eine beliebige andere Basis und ¢'(z) = > .-, z'¢} sei der entsprechende Isomor-
phismus. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass es eine invertierbare Matrix [A}] gibt, sodass fiir jedes i gilt:

e; = Z;’:l Al e’;. Die Ubergangsabbildung ist dann gegeben durch

n n n
. U 1 1 ]
¢ tog(x) =2', wobei z’€R" und E al el = E z'e; = E a' Alel.

j=1 i=1 ij=1

Mit anderen Worten: Jede Abbildung, die x — z’ sendet, ist eine invertierbare lineare Abbildung und somit ein
Diffomorphismus, was beweist, dass beliebige zwei Koordinatensysteme C°°-kompatibel sind. Die Menge aller
solcher Koordinatensysteme definiert eine glatte Struktur auf V' und macht es zu einer glatten Mannigfaltigkeit.

Beispiel 2.18. Sei M (nxm,R) der Raum der reellen n x m-Matrizen. Da es sich hierbei um einen reellen Vektorraum
der Dimension nm handelt, ist er gemél} dem vorherigen Beispiel eine glatte nm-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Beispiel 2.19 (GL(n,R)). Der Raum der n x n-reellen invertierbaren Matrizen wird als allgemeine lineare Gruppe
GL(n,R) bezeichnet. Da dies eine offene Teilmenge der Menge aller Matrizen ist, handelt es sich um eine n?-
dimensionale glatte Mannigfaltigkeit.

Beispiel 2.20. Sind My, ..., M, glatte Mannigfaltigkeiten der Dimensionen nq, ..., ny, S0 wissen wir bereits, dass
M x --- x My, eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n; + ng + - - - + ny ist. Die Koordinatensysteme
haben die Form (U; x --- x Ug, 1 X -+ - X ¢y ). Wir stellen fest, dass, wenn es zwei solche Koordinatensysteme gibt,
dann gilt:

(h1 X -+ x ) o (b1 x - X )T = (iopy ") x -+ X (Y oy ),

wodurch M; X --- X M, zu einer glatten Mannigfaltigkeit wird. Zum Beispiel ist der n-Torus 7" eine glatte
Mannigfaltigkeit.

Wir konnen eine Version von Satz 1.14 fiir glatte Mannigfaltigkeiten wie folgt schreiben.

13
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Lemma 2.21. Sei M eine Menge und nehmen wir an, wir haben eine Sammlung {U;};cs, wobei I abzdhlbar ist,
von Teilmengen von M mit Abbildungen ¢, : U; — R", sodass Folgendes gilt.

i€l

(b) Fiir alle i ist ¢; eine Bijektion zwischen U; und einer offenen Teilmenge V; C R".
(c) Fiir alle i, j sind die Mengen ¢;(U; N U;) und ¢,;(U; N U;) in R™ offen.
(d) Wenn U; N U, # 0 fiir einige 4, j gilt, dann ist die Abbildung ¢; o ;' : ¢;(U; N U;) — ¢;(U; N U;) glatt.

(e) Fiir Punkte p,q € M gilt entweder; dass es ein U; gibt, in dem p und q liegen, oder es gibt verschiedene U;
und U; mit p € Uy und q € Uj.

Dann besitzt M eine eindeutige glatte Struktur, sodass jedes (U;, ¢;) eine glatte Koordinatenzahl ist.

\. J

Proof. Der Beweis dhnelt dem Beweis von Satz 1.14, wobei die Glattheitsbedingung durch Punkt (d) oben gewahrleis-
tet ist. O

Wir konnen das vorstehende Lemma verwenden, um ein Beispiel fiir glatte Mannigfaltigkeiten zu geben, die die
reellen projektiven Rdume verallgemeinern.

Beispiel 2.22 (Grassmannsche Mannigfaltigkeiten). Sei V" ein reeller Vektorraum und sei
Gip(V)={W Cc V | W ist ein k — -dimensionaler Unterraum}. (2.5)

Die Menge G (V) ist eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension k(n — k) und wird Grassmannsche Mannigfaltigkeit
genannt. Offensichtlich gilt G; (R"*1) = RP".

Wir zeigen, dass G (V') eine glatte Mannigfaltigkeit ist. Seien P und @ komplementére Unterrdume von V' der
Dimensionen k bzw. n — k, sodass V = P @ @ gilt. Ist f : P — @ eine lineare Abbildung, dann ist I'(f) C V ein
k-dimensionaler Unterraum mit

I(f)={v+ fV]ve P}

Man kann nachweisen, dass I'(f) N Q = {0}. Umgekehrt gilt: Ist S C V ein beliebiger Unterraum mit trivialer
Schnittmenge mit Q, dann ist S = T'(f), wobei f = (mq,;) o (7p) " ist, wobei 77 : V — T die Projektion ist.
Nachdem dies festgestellt ist, setzen wir

L(P,Q)={L:P — Q| L linear},

was ein Vektorraum ist, und setzen Ug C G (V'), wobei Ug jene k-dimensionalen Unterrdume von V sind, die eine
triviale Schnittmenge mit () haben. Da P € Ug gilt, ist dieser nicht leer. Die Zuordnung f — I'(f) ergibt eine
Abbildung

I':L(P,Q) — Ug,

die tatsichlich eine Bijektion ist. Bezeichnen wir ' "' = ¢. Da L(P, Q) = M ((n— k) x k,R) = RF("=F) gilt, ist (Ug, ¢)
eine Koordinatensystem fiir G5 (V') und Teil (b) von Lemma 2.21 ist erfiillt.

Sei (P’, Q') ein weiteres Paar von Unterrdumen wie zuvor und sei ¢’ : Ug: rightarrowL(P’, Q") die entsprechende
Kartierung ist, dann stellen wir zunéchst fest, dass ¢(Ug N Ug:) C L(P, Q) die Menge aller linearen Abbildungen
f:P—Qist, firdie I'(f) N Q" = {0}. Diese Menge ¢(Ug NUy) ist in L(P, Q) offen. Dies lasst sich wie folgt zeigen.
Sei f € ¢$(Ug N Uy ), was bedeutet, dass I'(f) N Q" = {0}. Bezeichnen wir mit Iy : P — V, Iy(p) = p+ fv, so ist
dies eine bijektive Abbildung von P nach I'(f). Auerdem ist ker mp, = @', sodass unter Verwendung der linearen
algebraischen Tatsache, dass

Rang(A o B) < Rang(B) mit Gleichheit <= Im(B) Nker A = {0},

sehen wir, dass mp: o Iy vollen Rang hat, und da die entsprechende Matrix stetig von f abhdngt, sehen wir, dass die
Menge aller solchen f mit I'(f) N Q" = {0} offen ist. Somit gilt auch Teil (c) von Lemma 2.21.

Wir zeigen nun, dass die Ubergangsabbildungen glatt sind, und iiberlassen die weiteren Einzelheiten als Ubung.
Wir wollen zeigen, dass ¢’ o ¢! eine glatte Abbildung auf ¢(Ug N Ug/) ist. Sei f € ¢p(Ug NUg/) C L(P,Q) eine
beliebige Funktion. Sei S der Unterraum I'(f) C V. Wenn f' = ¢' o $~1(f), dann gilt ' = (ﬂQ\’s) o (mpr )7L

|S
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Irgendwie mochten wir diese Abbildung mit f in Verbindung bringen. Dies lasst sich wie folgt bewerkstelligen: Man
beachte, dass Iy : P — S =TI'(f) ein Isomorphismus ist, also

J'=(mqy)olpo(Iy)~ o (mp )™ = (nqoly)o(mproly)™.

Nun kénnen wir eine beliebige Basis fiir VV wéhlen und eine Basis fiir die Rdume P, P’, Q, Q" aufschreiben; dann
seietn A: P —-P,B:P—Q',C:Q— P'und D : Q — @’ die linearen Abbildungen mit

A= TR/ B = TQ s C= TP, und D = TQ,
So erhalten wir beispielsweise fiir p € P

(mprolf)p=(A+Cf)p, (nq o l)p=(B+ Df)p,

und somit f’ = (B + Df)(A + Cf)~!. Damit sind wir fertig, denn all dies sind Matrizen, deren Eintrage lediglich
rationale Funktionen sind, die von f abhingen, und folglich hédngen die Matrixeintrdge von f’ glatt von denen von f
ab. Da f glatt war, ist es die Ubergangsabbildung ebenfalls. Somit ist auch Teil (d) von Lemma 2.21 erfiillt.

Teil (a) folgt ebenfalls, denn wenn beispielsweise {ey,...,e,} eine beliebige Basis von V ist und F C {1,...,n}
mit |F'| = k. Dann gilt: Wenn Vr = lineare Spannungsgruppe{e;, € F} und wir Ur = Uy,. mit dem entsprechenden
¢ve = ¢ setzen, dann ist die endliche Menge {(Ur, ¢r) | F C {1,...,n}, |F| = k} ist ein glatter Atlas von G (V).
Analog lasst sich nachweisen, dass G (V) tatséchlich Hausdorff ist und somit die Grassmannsche Mannigfaltigkeit
eine glatte Mannigfaltigkeit ist.

XXXXXX
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3. Eigenschaften glatter Abbildungen

Nachdem wir nun verstanden haben, was glatte Abbildungen sind, wollen wir versuchen, einige grundlegende
Eigenschaften zu formulieren und zu beweisen. Im weiteren Verlauf des Kurses werden wir weitere Eigenschaften
glatter Abbildungen kennenlernen.

s )

Vorschlag 3.1 (Glattheit ist eine lokale Eigenschaft). Seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten und sei f : M — N
eine Abbildung.

(a) Wenn jeder Punkt p € M eine Umgebung U > p hat, sodass fy glatt ist, dann ist f auf M glatt.

(b) Umgekehrt gilt: Ist f glatt, so ist ihre Beschrdnkung auf jede offene Menge U C M glatt.

\

Proof. Dies ergibt sich klar aus der Definition. O

( w

Vorschlag 3.2. Seien M, N, P glatte Mannigfaltigkeiten. Dann gilt Folgendes.
1. Jede konstante Funktion ist eine glatte Abbildung.
2. Die Identitdtsabbildung idy; : M — M ist glatt.
3. Ist U C M offen, dann ist die Inklusionsabbildung i : U — M glatt.
4. Ist f : M — N glattund g : N — P glatt, dannist go f : M — P glatt.

\ 7

Proof. Wir beweisen nur (1) und (4) und tiberlassen den Rest als Ubung. Sei p € M und nehme an, dass (U, ¢) ein
Koordinatensystem ist, das p enthdlt. Wenn ¢ : M — N eine konstante Funktion ist mit ¢(p) =c € N, Vp € M und
(V, ) eine Kartierung ist, die ¢ enthélt, dann gilt

bocod™(z) =1(c) € Y(V),

und ist somit eine konstante Funktion zwischen Teilmengen euklidischer Rdume und daher glatt.

Zum Beweis von (4) nehmen wir an, dass (V, 1)) eine Kartierung ist, die f(p) enthélt, und (W, 7) eine Kartierung
ist, die g(f(p)) enthélt, wobei g(V) C W giltund 1o got~t : (V) — 7(W) glatt ist. Beachten wir, dass f~1(V) 2 p
eine offene Menge in M ist; aufgrund der Glattheit von f wissen wir daher, dass es eine glatte Koordinatensystem
(U, ¢) von M gibt, sodass p € U C f~1(V) gilt und v o f o ¢~ glatt ist. Auerdem gilt g(f(U)) C g(V) € W und

To(goflog ™ =To(goyp oo flogTt = (TogoyT oo fogTl),
ist glatt und daher ist die zusammengesetzte Funktion g o f glatt. O

Wir haben aul’erdem Folgendes

Vorschlag 3.3. Seien My,..., My und N glatte Mannigfaltigkeiten. Wenn m; : My X --- x M — M, die
Projektionsabbildung auf den Faktor M; ist, dann ist eine Abbildung f : N — My X --- x M}, genau dann glatt,
wenn f; = m; o f : N — M; glatt ist.

Proof. Ubung. O

Betrachten wir ein Beispiel. Sei S! der Einheitskreis in R?. Definieren wir die Abbildung f : R — S! durch
f(t) = exp 2mit. Verwenden wir die Winkelkoordinate @ fiir S*, so gilt in Bezug auf jede Koordinatendarstellung in
diesem Koordinatensystem:

Yo fogp (t) =2nt+ c, c Konstante.

Somit ist f eine glatte Abbildung. Analog dazu ist f : R™ — T™, gegeben durch f(z!,...,a") = (2
eine glatte Abbildung.

627r72:v")

[ >

Aufgabe 3.4. Beweise, dass die natiirliche Quotientenabbildung 7 : R**1 \ {0} — RP" eine glatte Abbildung ist.
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4. Tangentialvektoren und Tangentialrdume

Erinnern wir uns daran, dass die Definition einer glatten Mannigfaltigkeit sowie einer glatten Abbildung aus
der Perspektive motiviert war, zu definieren, was es bedeuten konnte, dass eine Funktion [ differenzierbar ist.
Wir kehren noch einmal zu unseren Studien der Differentialrechnung zuriick und erinnern uns daran, dass die
Ableitung einer Abbildung die beste lineare Approximation der Abbildung war. In euklidischen Rdumen macht eine
lineare Approximation sowohl theoretisch als auch bildlich Sinn. Was konnte der geeignete Begriff einer linearen
Approximation auf einer Mannigfaltigkeit sein? Beginnen wir mit dem einfachsten moéglichen Fall.

Wir erinnern zunéchst daran, dass, wenn p € M ist, unter einer Kurve auf M, die durch p verlauft, eine Abbildung
v : (—e,e) = M mit v(0) = p zu verstehen ist. Ist die Abbildung differenzierbar/glatt, so sagen wir, dass die Kurve
differenzierbar/glatt ist.

~

Definition 4.1. Ein Tangentialvektor auf M/ am Punkt p € M ist eine Aquivalenzklasse differenzierbarer
Kurven [v], die durch p verlaufen, wobei ~; ~ -, gilt, wenn fiir eine Koordinatendarstellung ¢ : U — V mit
p e U gilt:

d d
%(‘éo’yl)\tzo = %(¢072)|t:0' (41)

Wir bezeichnen [y] = +/(0).

Es ist offensichtlich, dass ~ tatséchlich eine Aquivalenzrelation ist. Wir stellen auferdem fest, dass diese Definition
unabhédngig von der Wahl des Koordinatensystems ist. Wenn (U’, ¢) ein anderes Koordinatensystem ist, das p enthalt,
dann berechnen wir unter Anwendung der Kettenregel

Lo = S (Wos o (bom),_, = DWos™)o S(pon)y,

[t=0

wobei D() o ¢~ 1)(¢(p)) : R® — R™ die Ableitung der Ubergangsabbildung ¢ o ¢! am Punkt ¢(p) ist und eine
invertierbare lineare Abbildung ist, da ¢ o ¢! eine glatte Abbildung mit einer glatten Inversen ist. Somit ist die
Bedingung

d d
%(¢O’Yl)|t:o = a(ﬁf) °92)|,_o

dquivalent zur Bedingung

d d
@(1/’ Y1) |iso = %(1/’ °92)|,_o-

Definition 4.2. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und p € M. Die Menge
T,M = {'(0) | v ist eine Kurve, die durch p verlauft}

als der Tangentialraum von M in p bezeichnet.

Auch wenn die Definition eines Tangentialraums sehr geometrisch ist, gibt sie kaum Aufschluss dariiber, um
welche Art von Raum es sich bei 7,,M handelt. Der folgende Satz zeigt, dass es sich um einen n-dimensionalen
Vektorraum handelt.

e ")

Vorschlag 4.3. Sei M™ eine glatte Mannigfaltigkeit und p € M mit einer Koordinatensystem (U, ¢), das p
enthdlt. Der Tangentialraum T, M besitzt eine eindeutige Vektorraumstruktur, sodass die Abbildung

dop : T,M — R"™, [y] — (¢ 07)'(0) (4.2)

ein Isomorphismus von Vektorrdumen ist. Somit ist fiir jeden Punkt p € M der Tangentialraum T, M an diesem
Punkt ein n-dimensionaler reeller Vektorraum.
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Proof. Die Abbildung in (4.2) ist eindeutig definiert und injektiv. Fiir die Surjektivitat miissten wir zeigen, dass fiir
jedes v € R" eine Kurve existiert, deren Tangentialvektor v ist. Definieren wir v(t) = ¢~ !(4(p) + tv) und wiahlen wir
e > 0 so klein, dass ¢(p) + tv € ¢(U) gilt. Dann gilt

2 (o(p) + to)),_ = v.

dep(7'(0)) = % (o0 (6(p) +tv),_, = =

Die Abbildung ist zudem ein linearer Isomorphismus, und tatséchlich lasst sich die Vektorraumstruktur wie folgt
explizit beschreiben: Seien a,b € R und ~1(0),5(0) € T,M, dann gilt

a1 (0) + b75(0) = (dop) ™" (addp(11(0)) + by (75(0))) -

Es bleibt also nur noch zu beweisen, dass die Vektorraumstruktur auf 7,, M kartengunabhéangig ist. Um dies zu zeigen,
sei (¢ : U — V) eine weitere Koordinatensystem mit p € U. Wir wollen zeigen, dass die Abbildung dv, : T,M — R"
linear in Bezug auf die durch ¢ induzierte Vektorraumstruktur ist. Wir haben jedoch bereits gesehen, dass

—1
dwp = D(IZJ o9 )qb(p) o d(bp s
~—~
invertierbar linear invertierbar linear

und somit ein Vektorraum-Isomorphismus ist. O

Wir konnen uns 7, M als die lineare Approximation von A/ am Punkt p vorstellen.

Wir konnen nun die Differentialform einer differenzierbaren Abbildung zwischen glatten Mannigfaltigkeiten
definieren.

Lemma 4.4. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und sei p € M. Sei f : M — N eine glatte Abbildung in
der Ndhe von p. Dann ist die Abbildung

dfy : T,M — Ty N, v/ (0) = (f 07)'(0), (4.3)

eine wohldefinierte lineare Abbildung zwischen den Vektorrdumen T, M und T, N ist.
Die Abbildung df,, wird als Differential von f am Punkt p bezeichnet.

. J

Proof. Sei (U, ¢) eine Koordinatendarstellung von M, die p enthélt, und sei (U, ) eine Koordinatendarstellung von
N, die f(p) enthlt. Wir berechnen unter Anwendung der Kettenregel:

A4y ((f 0 7)1(0)) =

Jop) - ((007)'(0))
o) - dep(7'(0)).

Die vorstehende Gleichung impliziert, dass
—1 _
dfy = (dy) o Do fod ) - dop,
und somit wohldefiniert ist, d. h. unabhingig von der Wahl der Kurve v und eine lineare Abbildung ist. O

Wir stellen fest, dass, wenn U C M offen ist, die Differentialform der Einbettungsabbildung i : U — M der
natiirliche Isomorphismus di : T,U — T,,M ist, der durch

7'(0) = (i 0 7)fi(0) = 7*(0),
und somit T,U = T, M.
Aufgabe 4.5. Beweisen Sie, dass, wenn M, N zwei glatte Mannigfaltigkeiten sind und p € M, ¢ € N, dann
Tip.gy(M x N) = T,M x T,N

auf kanonische Weise gilt.
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Erinnern wir uns daran, dass V' ein Vektorraum ist; dann wird sein Dualraum mit V* bezeichnet und ist der Raum
der linearen Funktionale auf V, d. h. der skalaren linearen Abbildungen auf V. Mit anderen Worten:

V* = Hom(V,R), wobei Hom(V,W)={f:V — W | f linear}.
Somit definieren wir den Kotangentialraum an p € M als

T: (M) = Hom(T,M, R) = (T, M)*. (4.4)

Die zuvor besprochenen Rédume 7, M und 7T, M besitzen, wenn man sie fiir alle Punkte von M zusammenfasst,
selbst eine Mannigfaltigkeitsstruktur und sind niitzliche Beispiele fiir mathematische Objekte, die als Vektorbiindel
bezeichnet werden. Wir werden spéter noch ndher darauf eingehen, aber zunéchst wollen wir uns mit Tangenten-

und Kotangentenbiindeln befassen.

4.1 Tangential- und Kotangentialbiindel

Definition 4.6. Das Tangentialbiindel 7'M einer glatten Mannigfaltigkeit M ist die (disjunkte) Vereinigung
aller ihrer Tangentialrdume:

T™ = | J T,M.
peEM

e Die Abbildung 7 : TM — M, die einen Tangentialraum 7, M auf den Punkt p abbildet, wird als Projektion-
sabbildung bezeichnet. Es ist offensichtlich, dass = surjektiv ist.

e Die Teilmenge von 7'M, die aus den Nullvektoren 0 € T,,M, p € M besteht, wird als Nullschnitt von 7'M
bezeichnet.

e Der Tangentialraum 7}, A/ C T'M wird als Faser {iber p € M bezeichnet.

Somit ist jede Faser des Tangentialbiindels ein n-dimensionaler reeller Vektorraum. Auch wenn 7'M im Moment
wie eine beliebige Menge aussieht, beweist das folgende Ergebnis, dass es nicht nur eine von M geerbte Topologie
besitzt, sondern selbst eine glatte Mannigfaltigkeit ist.

Bemerkung 4.7. Ein beliebiger Punkt von T'M lasst sich als (p, v) darstellen, wobei p € M und v € T, M gilt, wobei
letzterer der Tangentialraum am Punkt p ist.

Satz 4.8. Sei M™ eine glatte Mannigfaltigkeit. Das Tangentialbiindel T M kann auf natiirliche Weise mit einer
glatten Struktur von M versehen werden, wodurch es zu einer 2n-dimensionalen glatten Mannigfaltigkeit wird. In
Bezug auf die glatte Struktur sind die Projektionsabbildung = : TM — M, die Inklusionsabbildung i : M — T M
als Nullschnitt sowie die natiirlichen Inklusionen i : T,M — TM,p € M allesamt glatte Abbildungen.

Proof. Der erste Schritt bei der Beschreibung einer glatten Struktur auf 7'M besteht darin, einen Atlas anzugeben.

Behauptung 4.9. Sei (U, ¢) eine Koordinatendarstellung auf M. Dann ergibt sich daraus eine Koordinatensystem

(TU, T¢) auf TM, wobei TU = T,M und T'¢ : TU — R?*™ unter Verwendung der linearen Isomorphismen d¢,, :
peU
T,M — R™ wie folgt definiert ist:

TU D TyM 3 X v (¢(p),dp,(X)) € R" x R™ = R*".

Ist (V) eine weitere Koordinatensystem auf M, so ist die Ubergangsabbildung zwischen den Koordinatensystemen
(TU,T¢) und (TV,Tv) gegeben durch

Ty oT¢  (p,v) = (oo™ (p),D(thod™")(p)v).

Beweis von Behauptung 4.9. Ubung.

Wir fahren mit dem Beweis des Satzes fort. Wir statten 7'M mit dem einzigen maximalen glatten Atlas aus, der
alle Kartierungen der Form (TU, T'¢) enthélt, wobei (U, ¢) Kartierungen auf M sind, geméR der Behauptung 4.9. Die
zweite Abzdhlbarkeit und die Hausdorff-Eigenschaft fiir T M folgen aus den entsprechenden Eigenschaften von M
und der Tatsache, dass die abzahlbare Vereinigung abzahlbarer Mengen wiederum abzahlbar ist. Somit ist 7'M eine
2n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit.
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Betrachten wir die Abbildung = : TM — M, (p,T, M) — p. Betrachten wir eine Koordinatenkarte (TU,T'¢) >
(p, T,M), wobei die Koordinatenkarte (U, ¢) den Punkt 7(p) enthilt. Dann gilt

pomoTd " (p,v) = ¢(p)

was eindeutig eine glatte Abbildung ist. Analog dazu sind beide Inklusionen glatte Abbildungen. O

Definition 4.10. Das Kotangentialbiindel einer Mannigfaltigkeit M ist ebenfalls eine 2n-dimensionale glatte
Mannigfaltigkeit und wird wie folgt definiert:

M = | Ty M.
pEM

J

Das Kotangentialbiindel T* M ist ebenfalls eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension 2n, was sich auf dhn-
liche Weise wie im Fall des Tangentialbiindels beweisen lasst. Wir werden spéter mehr {iber Tangential- und
Kotangentialbiindel erfahren, aber wir werden sie weiterhin verwenden.

Wir konnen nun das Differential einer glatten Abbildung definieren.

Definition 4.11. Seien M und N zwei glatte Mannigfaltigkeiten und sei f : M — N eine glatte Abbildung.
Das Differential von f, df, ist die Abbildung

df :TM — TN :[y]— [fon].

Die Beschridnkung von df an jedem Punkt ist genau die in Lemma 4.4 beschriebene Abbildung df,.

Der Beweis von Lemma 4.4 zeigt auch, dass, wenn M, N und f glatt sind, dies auch fiir df gilt.

Unter Verwendung der in der obigen Definition beschriebenen Formulierung von df als Abbildung zwischen
Tangentialbiindeln konnen wir nun einen einfachen Beweis fiir die sehr wichtige Kettenregel liefern.

Vorschlag 4.12 (Kettenregel). Fiir glatte Abbildungen f : M — N, g : N — P zwischen glatten Mannig-

faltigkeiten gilt

d(go f)=dgodf :TM — TP.
An jedem Punkt p € M, f(p) € N, lautet dies

d(go fo= dgf(p) o df. (4.5)

\. J

Proof. Wir beweisen (4.5). Sei~ : (—e,e) — M mit v(0) = p, dann gilt

= Lo oy

= %(g o (,f o 'y))|t:0

=dgsp)((f27)'(0)) (Kettenregel in R")
= dg () (dfp(7/(0))).

d(go f)p(+'(0))

Eine einfache Folgerung aus dem vorherigen Satz lautet wie folgt.

Folge 4.13. Ist f : M — N ein Diffomorphismus, so ist auch df : TM — TN ein Diffomorphismus, und dariiber
hinaus gilt:

(df)~t=d(f'): TN — TM.
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Proof. Man beachte, dass d(idy;) : TM — TM genau die Abbildung idr,, ist und somit das Ergebnis aus der
Anwendung der Kettenregel folgt:

idpar = d(fo f7) =df od(f71).

Wir geben aullerdem die folgende Definition an.

Definition 4.14. Sei k € NU{oc}. Eine surjektive Abbildung f : M — N zwischen glatten Mannigfaltigkeiten
wird als lokaler C*-Diffeomorphismus bezeichnet, wenn fiir jedes p € M eine Umgebung U > p und eine
Umgebung V > f(p) existieren, sodass fy : U — V ein C*-Diffeomorphismus ist.

Offensichtlich ist jeder C*-Diffeomorphismus ein lokaler C*-Diffeomorphismus, aber das Gegenteil ist nicht
unbedingt wahr.

Beispiel 4.15. Sei f : R — S! die Abbildung f(t) = 2. Dann ist f eine surjektive Abbildung, aber nicht injektiv,
sodass sie niemals ein Diffomorphismus sein kann. Sie ist jedoch ein lokaler C*°-Diffomorphismus. Sei ¢, € R und
betrachte U = (to — m,to + 7) sowie V = S\ {—f(t0)}.

Beachte auSerdem, dass, wenn f ein lokaler Diffeomorphismus ist, dann ist df,, : T,M — T, N ein linearer
Isomorphismus und folglich ist dim(7}, M) =dim(7%,)M) und somit dimM =dim(N).
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5. Derivation und Tangentialvektoren

In dieser Vorlesung betrachten wir eine weitere Moglichkeit, Tangentialvektoren zu definieren, und sprechen
aullerdem {iber Richtungsableitungen, die das Analogon zum Begriff der partiellen Ableitungen aus der Mehrvari-
ablenrechnung darstellen. Dies wird bei der Durchfiihrung konkreter Berechnungen niitzlich sein.

Notation. Wir bezeichnen mit C*(M) = {f : M — R | f ist C¥}

Definition 5.1 (Richtungsableitungen). Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und sei p € M. Sei +/(0) € T, M
und f € C°°(M). Wir definieren

d
a'y’(O)f = dfp(Wl(O)) = @(fOV)\t:o €R,

und nennen dies die Richtungsableitung von f in Richtung des Tangentialvektors +/(0).

Definition 5.2 (Ableitungen). Eine Abbildung 0 : C’I?O — R wird als Ableitung in p bezeichnet, wenn
Folgendes gilt.

1. Lokalitit: Wenn U C U offen ist, p € U und f € C>(U), dann
of = 0(fg)-
2. R-Linearitdt: Wenn a,b € R und f, g € C;° sind, dann gilt
d(af +bg) = adf + bOg.
3. Leibniz-Regel: Wenn f, g € C;° sind, dann gilt

d(fg) = gof + fog.

J

Es ist klar, dass die iiblichen partiellen Ableitungen %, i =1,...,n in R™ Ableitungen sind. Tatséchlich wurde die
Definition eingefiihrt, um Folgendes zu beweisen.

Vorschlag 5.3. Die Richtungsableitungen 0., auf einer glatten Mannigfaltigkeit sind Ableitungen.

Proof. Wir iiberpriifen lediglich die Leibniz-Regel, die sich im Wesentlichen aus der Leibniz-Regel in R" ergibt. Wir
haben

Oy (J9) = ((f8) oMo
= %((f °M(9°7))}i=o

=(go 7)(0)%(]" oc),_, +(fo 7)(0)%@ ©79)|,., (Leibnizsche Regel in euklidischen Rdumen)

= 9(p)0y o) f + f(P)0y (0)9-
O

Wir bezeichnen die Menge aller Derivationen in p mit Der(C;°). Dieser Raum ist ein reeller Vektorraum via

(@01 + BO2)(f) = a0 f + BO2f.

Wir mochten noch eine andere Sichtweise auf Tangentialvektoren gewinnen, und das néchste Lemma setzt genau
hier an.

Lemma 5.4. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und p € M. Die Abbildung
0 : TpM — DGI'(C;O), ")//(O) — 37/(0),

ist linear.
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Beweis. Sei ¢ : U — V eine Karte von M mit p € U. Wir miissen die Vektorraumstruktur auf 7, M verwenden,
um die Linearitdt der Abbildung zu {iberpriifen; dass sie wohldefiniert ist, ist klar. Das heil3t, wir miissen zeigen, dass

o (d¢|p)_1

linear ist. Sei dazu v € R™ und setze

Fir f € Cp° berechnen wir

(90 (dglp) " (v))(f) = df |, ((del,) " (v))
df1,(+'(0))
KATRRO)

d

= %(f o ¢~ H(o(p) + tv))

= (D(fo ¢ Dlo):v)-

Dies ist ein Ausdruck, der linear in v ist. O

t=0

t=0

Damit konnen wir Tangentialvektoren als Derivationen auffassen; die Idee dabei ist, dass man zu einem Tangen-
tialvektor die Richtungsableitung in dessen Richtung betrachtet.

Seien ey, ..., e, die Standardbasis von R". Dann bilden (d¢|,)"*(e1), ..., (dp|,)*(e,) eine Basis von 7, M. Wie
sieht diese Basis konkret aus? Wir berechnen

_. 9

Aagly) 1)) (f) = (D(f 0 6™ Hlowy €5) = f ¢ Afoo™) L5
p

)

#(p)

wobei wir die Notation leicht missbrauchen und weiterhin f o ¢~! = f schreiben, also die Koordinatendarstellung
von f in der Karte (U, ¢) meinen.

Dies zeigt, dass fiir jede Karte (U, ¢) auf M, wenn wir (x!,... z") als Koordinaten auf U schreiben, gilt:

Zu jeder Karte (U, ¢) gehoren die Derivationen

9
Ozt

0

I M-y
p al' p
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Tatsdchlich erlaubt uns dies auch, das folgende Resultat zu beweisen, welches besagt, dass die Tangentialvektoren
als Aquivalenzklassen dasselbe sind wie Derivationen.

( )

Lemma 5.5. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und sei p € M. Dann ist die Abbildung

8 :TyM — Der(Cy°),  7'(0) = 8y(0),

ein Isomorphismus. Insbesondere ist jede Derivation eine Richtungsableitung, und fiir jede Karte ¢ : U — V mit
pe U ist

9
Oxl!

0

’...77’”4
» ox

p

eine Basis von Der(Cp°).

Proof. Wir haben bereits gezeigt, dass 0 tatsédchlich eine lineare Abbildung zwischen Vektorraumen ist und dass wir

bei gegebener Karte die Derivationen % |p e a% » erhalten. Wir zeigen nun, dass
0 0
71 PICECIREY 7’”(
oz! |, Oz™ |,

eine Basis von Der(C;°) bilden. Daraus wissen wir ndmlich, dass die lineare Abbildung 0 die Basis

(dolp) " (er), -, (dglp) ™ (en)

von T, M auf die Basis

0 0

71 PICECIREY 7’”(

Ozl Ox™ |,
von Der(C;°) abbildet und somit ein Isomorphismus ist.

a) Lineare Unabhéangigkeit: Sei

= 0,
Wir miissen zeigen:

al=-..=a"=0
Wihle

f=

Dann gilt

= firj=1,...,n.

b) Erzeugendensystem: Sei ¢ € Der(Cp°). Setze

od = §(x7) = 6(¢7), firj=1,...,n.

Wir werden zeigen, dass
n
.0
(S = Z Oé] - .
J
= ox »
Ubung: Beweisen Sie, dass jede Derivation auf konstanten Funktionen verschwindet.
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Sei f € Cp°, und nehme ohne Beschrénkung der Allgemeinheit an, dass
o(U) = B(¢(p), 7).
Genauer gesagt, da f € C°°(U) mit p € U offen, wihlen wir eine Umgebung l:] von p mit
UclnuU
und nehmen an, dass ihr Bild eine offene Kugel ist. Ware M gleich R", so hitten wir zur Konstruktion einer
Funktion den Satz von Taylor verwendet. Tatséchlich gilt:

Behauptung 5.6. Fiir jede Funktion h € C*°(B(q,r)) existieren g1, ..., gn, € C*(B(q,r)) mit
®

und

(i)

Beweis der Behauptung: Fiir z € B(q,r) setze

wy : [0,1] = R, wy(t) := h(tz + (1 —t)q).
Dann gilt
h(x) = h(g) = wa (1) — w,(0)

1
= / w,(t)dt  (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
0

1 n
oh , ,
=/ > (o' =) dt
0 =1 Oz te+(1-t)q
n 1
, , h
=) (z'— ql)/ 8—7 dt.
i—1 0 0T (-t
=:g:(x)

Wir gehen nun riickwérts vor und definieren g; als die Funktion in der letzten Zeile der Gleichung, womit (7) bewiesen

ist. Sobald wir (i) haben, folgt (i) durch Differentiation. O
Wir verwenden die oben bewiesene Behauptung mit h = f o ¢~ 1. Also existieren g1, ..., g, € C*(B(x(p),7)),
sodass

n

UO¢4X@::UO¢4X¢@D+§:@”*W@D~m@)

und
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Daraus folgt
(5(f) Lokélitét (5(f| :)
Z ¢’ —¢'(p)(gi o ¢>>

5((¢" = &' () (gi © 9))

I

Il
—

K2

“mﬁwijGW—&@%MWM+W—¢@M&%W0
—

i=1 -0

n
Lineiaritéit 2 : 5 (:17
i=1
n
Z 8Iz

O

Von nun an identifizieren wir 7, M mit Der(C;°) iiber den Isomorphismus 9. Zum Beispiel schreiben wir fiir
e ,M

n ) a
£= ¢ o

anstelle von

I I R S
i=1 p =1

wobei
(€., €MT = dol,(8)-
Koordinatenwechsel:
Wie dndern sich die Koeffizienten ¢1, .. ., " eines Tangentialvektors, wenn wir die Karte (U, ¢) durch eine andere

Karte (V, 1) ersetzen?
Sei ¢ € T, M, und seien (U, ¢) und (V,v) Karten, die beide p enthalten. Wir driicken ¢ beziiglich beider Karten
aus:

n ) a n 8
e=Y¢ = =S -

Nun wollen wir die Koeffizienten ¢¢ durch die 7 ausdriicken und umgekehrt. Mit der Kettenregel, Prop. 4.12,
berechnen wir

¢t n' n'
: = d(b‘p(f) = (d¢‘p) (dwlp)_l = D(¢ © 1/)_1)|¢(p)
g n" n"
Analog gilt
n* ¢t
:D(¢°¢_1)|¢(p) :
n" &
Somit
n ,] ° )
i=1 #(p)
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Betrachten wir den Spezialfall

das heil3t,

Wir erhalten

also
0

—~dy oz )| 9
. 50

oxt

1.7)

ox?

P =1 z(p) P

Wenn wir die Einsteinsche Summenkonvention verwenden, was bedeutet, dass tiber einen Index, der in einem
Ausdruck zweimal vorkommt — einmal als oberer und einmal als unterer Index — summiert wird, so kann die obige
Gleichung geschrieben werden als

o |  9loxt) -0
ox? » ox? =(p) OyJ »
oder noch kiirzer als
0 _oy 9
oxt  Oxt Oy’

5.1 Differential einer Abbildung in Koordinaten

Wir erinnern daran, dass wir das Differential einer Abbildung f sowohl mittels des Begriffs der Tangentialvektoren
iiber Kurven als auch mittels Derivationen definiert haben. Wir méchten nun einige explizite Berechnungen
durchfiihren und sehen, wie der Ausdruck df fiir eine Abbildung f : M — N in Koordinaten aussieht. Versuchen
wir, dies im Spezialfall M = R™ und N = R™ zu verstehen. Sei f : U C R" — V C R™ eine glatte Abbildung.
Fiir jedes p € U erwarten wir, dass df eine m x n-Matrix ist. Wir bestimmen die Matrix explizit beziiglich der
Standardkoordinatenbasen. Mit (z!, ..., 2") als Bezeichnung der Koordinaten im Definitionsbereich und (3%, ..., y™)
als Bezeichnung derjenigen im Wertebereich verwenden wir die Kettenregel, um die Wirkung von df, auf einen
typischen Basisvektor wie folgt zu berechnen:
» fi

0
dfy < Oxt
on ofi

= @(f(l’)) @(P)

) h
f(p)

(hof)

p

_ of’ 0
= %(P) @
. (5.1)

a1\ oaf, 0

Dies besagt, dass die Matrix der linearen Abbildung df, beziiglich der Koordinatenbasen

Somit ist
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af! af!
3:{1 (p) U gin (p)
afm oo
L) - Y ()

ist, was genau die Jacobi-Matrix von f an der Stelle p ist. Daher entspricht in diesem Fall
dfp : T,R"™ — Ty R™

der totalen Ableitung
Df(p) : R" - R™.

Betrachten wir nun den allgemeineren Fall einer glatten Abbildung F' : M — N zwischen glatten Mannig-
faltigkeiten. Indem wir glatte Koordinatenkarten (U, ) fiir M, die p enthalten, und (V, ¢) fiir N, die F(p) enthalten,

wahlen, erhalten wir die Koordinatendarstellung
F=t¢oFop t:pUnNF V)= u(V).

Sei p = ¢(p) die Koordinatendarstellung von p. Nach der obigen Berechnung wird dﬁﬁ beziiglich der Standardko-
ordinatenbasen durch die Jacobi-Matrix von F an der Stelle p dargestellt. Unter Verwendung der Tatsache, dass

—1 = ¢~1 o F, berechnen wir
0 = 3] = « 3]
] oo 2) - o 21)
p p p
F(ﬁ))

0

ox »
Somit wird dF, in Koordinatenbasen durch die Jacobi-Matrix der (Koordinatendarstellung von) F' dargestellt

Manchmal wird das Differential einer Abbildung auch der Pushforward von F' genannt und mit F, bezeichnet.

Foyp

_ OFi 9

oo
o P Oyl

(3.10)

F(p)

6. Vektorfelder

Als Nachstes wollen wir Vektorfelder einfiihren. Vektorfelder sind Abbildungen, die jedem Punkt einer Mannig-
faltigkeit einen Tangentialvektor im entsprechenden Tangentialraum zuordnen. Wir haben Folgendes:

Definition 6.1. Eine Abbildung ¢ : M — T'M hei3t Vektorfeld auf M, falls fiir jedes p € M gilt

m(&(p)) = p. (6.1)

Wir kénnen die Koordinatendarstellung einer Karte verwenden, um die lokale Koordinatenbeschreibung eines
beliebigen Vektorfeldes anzugeben. Sei ¢ : U — V eine Karte von M. Ein Vektorfeld ¢ auf U ist durch die Funktionen
charakterisiert, welche die Koeffizienten des Tangentialvektors £(p), p € M, sind. Genauer gesagt, gibt es

..V SR,
fir die
£p) = &) py
=1

Fiir die Karte ¢ von M betrachten wir die entsprechende Karte &, auf 7M. Mit der bisherigen Notation sehen wir,

p

dass ¢ der Abbildung
v (v, (W),.. ., (W), vEV =¢(U) CR"

entspricht. Somit ist £ genau dann C* auf U, wenn die Koeffizientenfunktionen ¢!,. .., ¢ auf V CF sind.
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7. Untermannigfaltigkeiten

Wie bei jeder mathematischen Struktur ist es, sobald wir die Theorie der Mannigfaltigkeiten gesehen und verstanden
haben, sinnvoll zu fragen, ob auch Teilmengen von Mannigfaltigkeiten eine glatte Struktur tragen. Wir werden sehen,
dass die Begriffe Immersion, Submersion und Einbettung die Schliisseleigenschaften sind, die es uns ermoglichen,
spezielle Teilmengen einer Mannigfaltigkeit zu untersuchen, welche ihrerseits Mannigfaltigkeiten sind.

7.1 Submersionen, Immersionen und Einbettungen

Definition 7.1. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und sei F': M — N eine glatte Abbildung. Fiir
p € M definieren wir den Rang von F' an der Stelle p als den Rang der linearen Abbildung

det TpM — Tp(p)N.

Mit anderen Worten, er ist der Rang der Jacobi-Matrix von F' in einer beliebigen glatten Karte, beziehungsweise
die Dimension von Im dF;, C T, N.

Hat F' an jedem Punkt denselben Rang r, so sagen wir, dass F' konstanten Rang hat, und schreiben
rank F' = r.

Aus dem Rangsatz wissen wir, dass der Rang von F' < min{dim M, dim N} ist. Ist der Rang von dF), gleich dieser
oberen Schranke, so sagen wir, dass F' an der Stelle p vollen Rang hat, und falls F' iiberall vollen Rang hat, so
sagen wir, dass F' vollen Rang hat.

Definition 7.2. Eine glatte Abbildung F': M — N heil3t glatte Submersion, falls ihr Differential an jedem
Punkt surjektiv ist (oder dquivalent, falls rank F' = dim N).

Sie heil3t glatte Immersion, falls ihr Differential an jedem Punkt injektiv ist (Aquivalent, rank F' = dim M).

Vorschlag 7.3. Sei F': M — N eine glatte Abbildung und p € M. Ist dF), surjektiv, so besitzt p eine Umgebung
U, sodass F'|y eine Submersion ist. Ist dF, injektiv, so besitzt p eine Umgebung U, sodass F'|y; eine Immersion ist.

\ J

Proof. Wahlen wir beliebige glatte Koordinaten fiir M in der Ndhe von p und fiir N in der Néhe von F'(p), so bedeutet
jede der beiden Voraussetzungen, dass die Jacobi-Matrix von F' in Koordinaten an der Stelle p vollen Rang hat. Das
Resultat folgt nun aus der Tatsache, dass die Menge der m x n-Matrizen vollen Ranges eine offene Teilmenge von
M(m x n,R) ist!, sodass aufgrund der Stetigkeit die Jacobi-Matrix von F in einer Umgebung von p vollen Rang
hat. O

Beispiel 7.4 (Submersionen und Immersionen).

(a) Seien M, ..., My glatte Mannigfaltigkeiten. Dann ist jede der Projektionsabbildungen 7;: M7 X - - - x M}, — M;
eine glatte Submersion. Insbesondere ist die Projektion 77: R*** — R auf die ersten n Koordinaten eine glatte
Submersion.

(b) Isty: J — M eine glatte Kurve in einer glatten Mannigfaltigkeit M/ mit oder ohne Rand, so ist v genau dann
eine glatte Immersion, wenn +/(¢) = 0 fiir alle ¢ € J gilt.

(c) Ubung: Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und werde ihr Tangentialbiindel mit 7'M bezeichnet. Beweisen Sie,
dass die Projektion 7w: T'M — M eine glatte Submersion ist.

(d) Die glatte Abbildung X : R? — R3 gegeben durch

X (u,v) = ((2+ cos 2mu) cos 2mv, (2 + cos 27u) sin 27v, sin 27u)

ist eine glatte Immersion von R? in R?, deren Bild die donutférmige Fléche ist, die durch Rotation des Kreises
(y —2)? + 22 = 1 in der (y, z)-Ebene um die z-Achse entsteht.

1Sei f die Funktion, die A € M(m x n) auf f(A) = £ |det(B)| abbildet, wobei die Summe iiber alle m x m-Untermatrizen von A lauft
(unter der Annahme m < n). Offensichtlich ist f stetig, sodass f 1 (R \ {0}) eine offene Teilmenge von M (m X n) ist.
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Aufgabe 7.5. Zeigen Sie, dass eine Verkettung glatter Submersionen eine glatte Submersion ist, und dass eine
Verkettung glatter Immersionen eine glatte Immersion ist. Geben Sie ein Gegenbeispiel an, um zu zeigen, dass eine
Verkettung von Abbildungen konstanten Ranges nicht notwendigerweise konstanten Rang haben muss.

Wir haben bereits die Definition eines glatten lokalen Diffeomorphismus gesehen. Aul’erdem haben wir gesehen,
dass, wenn f: M — N ein lokaler Diffeomorphismus ist, die lineare Abbildung df,: T, M — Ty, N ein Isomor-
phismus ist. Die Umkehrung dieser Aussage ist ebenfalls wahr und ist als der Satz iiber die inverse Funktion
bekannt.

Satz 7.6 (Satz iiber die inverse Funktion fiir Mannigfaltigkeiten). Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten,
und sei f: M — N eine glatte Abbildung. Ist p € M ein Punkt, sodass df, ein Isomorphismus ist, dann gibt es
Umgebungen U, von p und V; von f(p), sodass f|u,: Uy — V; ein Diffeomorphismus ist.

Proof. Die Tatsache, dass df, bijektiv ist, impliziert, dass M und N dieselbe Dimension haben, sagen wir n. Wihle
glatte Karten (U, ¢) mit Zentrum in p und (V, ) mit Zentrum in f(p), wobei f(U) C V gilt. Dann ist f=vofop?
eine glatte Abbildung von der offenen Teilmenge U = o(U) € R™ in V = (V) € R, mit f(p) = 0. Da ¢ und ¢
Diffeomorphismen sind, ist das Differential

dfo = djp o df, 0 d(¢ ™o

nichtsingulér. Der Satz iiber die inverse Funktion fiir euklidische Rdume impliziert, dass es zusammenhéngende
offene Teilmengen Uy CUund Vy € V glbt die 0 enthalten, sodass f sich zu einem Diffeomorphismus von
UO nach VO einschrankt. Dann sind Uy = ¢~ (UO) und Vy = ¢~ (VO) zusammenhidngende Umgebungen von p
beziehungsweise f(p), und durch Komposition folgt, dass f|y, ein Diffeomorphismus von Uy nach Vj ist. O

Das néchste Resultat zeigt den Zusammenhang zwischen Immersionen, Submersionen und lokalen Diffeomor-
phismen.

e 2

Vorschlag 7.7. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten, und sei f: M — N eine Abbildung.

1. f ist genau dann ein lokaler Diffeomorphismus, wenn f sowohl eine glatte Immersion als auch eine glatte
Submersion ist.

2. Falls dim M = dim N gilt und f entweder eine glatte Immersion oder eine glatte Submersion ist, dann ist f
ein lokaler Diffeomorphismus.

\. J

Proof. Angenommen zunéchst, dass f ein lokaler Diffeomorphismus ist. Fiir ein gegebenes p € M gibt es eine
Umgebung U von p, sodass f ein Diffeomorphismus von U auf f(U) ist und

dfp: TpM — Tf(p)N
ein Isomorphismus ist. Also gilt
rank f = dim M = dim N,

und somit ist f sowohl eine glatte Immersion als auch eine glatte Submersion. Umgekehrt gilt: Ist f sowohl eine
glatte Immersion als auch eine glatte Submersion, dann ist df, fiir jedes p € M ein Isomorphismus, und der Satz iiber
die inverse Funktion, Theorem 7.6, zeigt, dass p eine Umgebung besitzt, auf der sich f zu einem Diffeomorphismus
auf sein Bild einschrénkt. Damit ist 1 bewiesen.

Um 2 zu beweisen, beachte, dass, wenn M und N dieselbe Dimension haben, entweder die Injektivitdt oder die
Surjektivitat von df, bereits die Bijektivitit impliziert. Also ist f genau dann eine glatte Submersion, wenn f eine
glatte Immersion ist, und somit folgt 2 aus 1. O

7.2 Der Rangsatz

Wir betrachten Beispiele einer Submersion und einer Immersion.

Beispiel 7.8. Kanonische Projektion 7 : R™ — R"™ mit m > n
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ist eine Submersion. Das Differential an jedem Punkt p ist die lineare Abbildung

dm, : R™ — R"™,
dargestellt durch die n x m-Matrix
10 00 0
0 1 00 0
dm, = .
0 0 1 0 0

Diese Matrix hat {iberall Rang n, also gilt

dm, ist surjektiv. = 7 ist eine Submersion.

Beachte auferdem, dass jede Faser

71 (¢) 2R™™"

ein affiner Unterraum ist.

Beispiel 7.9. Die kanonische Inklusion ¢ : R™ — R" mit m <n

vzt 2™ = (2, ..., 2™,0,...,0)

ist eine Immersion. Das Differential an jedem Punkt p ist

dip=10 0 - 1| € Myym(R).
00 - 0]

Dies ist eine n x m-Matrix von Rang m iiberall, also gilt

dup, ist injektiv.

Die wichtigste Tatsache iiber Abbildungen konstanten Ranges ist die folgende Konsequenz des Satzes iiber die
inverse Funktion. Sie besagt, dass eine glatte Abbildung konstanten Ranges lokal durch einen Koordinatenwechsel
in eine besonders einfache kanonische Form gebracht werden kann. In diesem Sinne sind die oben angegebenen

Beispiele von Submersionen und Immersionen die Modellbeispiele.

Satz 7.10 (Kanonische Form einer linearen Abbildung). Seien V und W endlichdimensionale Vektorrdume, und sei
T : V — W eine lineare Abbildung vom Rang r. Dann gibt es Basen von V und W, beziiglich derer T die folgende

Wir erinnern zunéchst an das folgende Resultat iiber die kanonische Form surjektiver linearer Abbildungen.

Matrixdarstellung besitzt:

I, 0
0 0}’

wobei I, die r x r-Einheitsmatrix ist.

~

Satz 7.11 (Rangsatz). Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten der Dimensionen m beziehungsweise n, und
sei F': M — N eine glatte Abbildung konstanten Ranges r. Fiir jedes p € M gibt es glatte Karten (U, ) > p
fiir M und (V) 3 F(p) fiir N, sodass F(U) C V gilt und F in diesen Karten eine Koordinatendarstellung
der Form

~

F(a:l,... z", " ,zm) = (xl,...,xr,O,...,O) (7.1)

3 ) )

besitzt. Ist F eine glatte Submersion, dann wird die Darstellung zu
F(Jcl,...,z",x"Jrl,...,a:m):(:z:l,...,x"), (7.2)
und ist F eine glatte Immersion, dann lautet sie

F(m17...,xm):(xl,...@m,O,...,O). (7.3)
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Proof. Da der Satz lokal ist, konnen wir nach Wahl glatter Koordinaten M und N durch offene Teilmengen U C
R™ und V C R™ ersetzen. Da DF(p) Rang r hat, besitzt seine Matrixdarstellung eine r x r-Untermatrix mit
nichtverschwindender Determinante. Durch Umordnung der Koordinaten nehmen wir ohne Beschriankung der
Allgemeinheit an, dass dies die linke obere Untermatrix

OF" 1
- 1 = Lo, T
Ord ’ ] ’ sl

ist. Wir schreiben die Standardkoordinaten auf R™ und R" als

m—r)

(Z‘?y) = ('r17"'7xr’y1""7y
in R™ und
(v,w) = (v},... ;0" wh, . W)

in R™. Durch anfangliche Translationen der Koordinaten konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen,
dass
p=(0,0) und  F(p)=(0,0)
gilt.
Schreiben wir
F(z,y) = (Q(z,y), R(z,y))

fiir glatte Abbildungen
Q:U—R" und R:U— R,

Q'
()

99(557 y) = (Q(iﬂ, y)’ y)

dann besagt unsere Voraussetzung, dass

in (0, 0) nichtsingulér ist.

Definiere p: U — R™ durch

Thr totales Differential in (0, 0) ist

Q" Q"
Dp(0,0) = | 227 @0 57 00
0 oL

J

wobei 5;'- das Kronecker-Delta ist, definiert durch

5 — 1 fallsi=j,
7710 fallsi # j.

Die Matrix D(0,0) ist nichtsinguldr, da der Block

0Q"
oxJ

(0,0)

in (0, 0) nichtsingulér ist und der zweite Diagonalblock gerade die Einheitsmatrix ist. Daher gibt es nach dem Satz
iiber die inverse Funktion, Theorem 7.6, zusammenhédngende Umgebungen U, von (0, 0) und U, von

(P(Oa 0) = (0, 0),

sodass B
©: Uy — Uy

ein Diffeomorphismus ist. Durch eventuelles Verkleinern von U, und U, kénnen wir annehmen, dass Uy ein offener
Wiirfel ist.
Schreiben wir die inverse Abbildung als

gﬁil(l‘,y) = (A(I, y)7 B(I7y))

fiir glatte Funktionen N N
A: UO — R und B: UO — Rmir,
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dann berechnen wir
(z,y) = ¢(A(z,y), B(z,y)) = (Q(A(x,y), B(x,9)), B(z,y)). (7.4

Durch Vergleich der y-Komponenten erhilt man

B(z,y) = y.

Daher hat ! die Form
v~ (z,y) = (Alz,y),y).

Andererseits impliziert

pop ™t =1d,
dass

Q(A(z,y),y) = .
Daher hat F o ! die Form _
Foyp™(z,y) = (v, R(z,y)),

wobei o

R: Uy — R""

definiert ist durch ~
R(z,y) = R(A(z,y),y)-

Die Jacobi-Matrix dieser zusammengesetzten Abbildung an einem beliebigen Punkt (z,) € Uy ist

5 0
D(Fop ') (z,y)= | OR OR

ord (xvy) @

(z,y)

Da die Komposition mit einem Diffeomorphismus den Rang einer Abbildung nicht &ndert, hat diese Matrix {iberall
in Uy Rang r, weil F' nach Voraussetzung Rang r hat und ¢! ein Diffeomorphismus ist. Die ersten r Spalten sind
offensichtlich linear unabhéngig. Also kann der Rang nur dann r sein, wenn die Ableitungen

ORi
OyJ

auf Uy identisch verschwinden. Dies impliziert, dass R tatséchlich unabhingig von

(yl7 , ym,—r)
ist. Setzen wir also _
S(z) = R(z,0),
dann erhalten wir
Fop™l(x,y) = (2,5(x)). (7.5)

Wir schliellen den Beweis ab, indem wir eine geeignete glatte Karte in einer Umgebung von (0,0) € V definieren.
Sei
WwCv

die offene Teilmenge B
Vo ={(v,w) € V: (v,0) € Up}.

Dann ist V, eine Umgebung von (0, 0). Da U, ein Wiirfel ist und F o ¢ ~* die Form (7.5) hat, folgt

Fop Y (Up) C Vo,

und somit

F(Up) C V.
Definiere

v: Vo — R”
durch

Y(v,w) = (v,w — S(v)).
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Dies ist ein Diffeomorphismus auf sein Bild, denn seine Umkehrabbildung ist explizit gegeben durch

(s, t) = (s,t—l— S(s))
Also ist (Vp, ¢) eine glatte Karte. Aus (7.5) folgt

¢OFO (pil(Iay) = 1/)(1’,5(%)) = (xa S(‘T) - S(’I)) = (1,0),
was zu zeigen war. O

Das néchste Korollar kann als eine invariant formulierte Version des Rangsatzes betrachtet werden. Es besagt, dass
Abbildungen konstanten Ranges genau diejenigen sind, deren lokales Verhalten dem Verhalten ihrer Differentiale
entspricht.

Folge 7.12. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten, sei F' : M — N eine glatte Abbildung, und sei M

zusammenhdngend. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Fiir jedes p € M gibt es glatte Karten, die p beziehungsweise F(p) enthalten, in denen die Koordinaten-
darstellung von F linear ist.

(b) F hat konstanten Rang.

. 7

Proof. Angenommen zunéchst, dass F' in einer Umgebung jedes Punktes eine lineare Koordinatendarstellung besitzt.
Da jede lineare Abbildung konstanten Rang hat, folgt, dass der Rang von F' in einer Umgebung jedes Punktes
konstant ist. Aufgrund der Zusammenhéngendheit ist er daher auf ganz M konstant. Umgekehrt zeigt der Rangsatz,
falls F' konstanten Rang hat, dass F in einer Umgebung jedes Punktes die lineare Koordinatendarstellung (7.1)
besitzt. O

Wir verwenden nun den Rangsatz, der eine rein lokale Aussage ist, um etwas iiber die globale Natur glatter
Abbildungen aufgrund ihres Ranges auszusagen. Zuvor erinnern wir an die folgenden topologischen Begriffe.

N\

Definition 7.13. Sei X ein topologischer Raum.

(a) Eine Teilmenge A C X heilst nirgends dicht, wenn ihr Abschluss leeres Inneres hat:
int(A) = 0.

(b) Eine Teilmenge A C X hei3t mager (oder von erster Kategorie), wenn sie als abzdhlbare Vereinigung
nirgends dichter Mengen geschrieben werden kann:

A= UA”’ int(A,) =0 VneN.
n=1

(c) Eine Teilmenge A C X heilst komager (oder residuell, oder von zweiter Kategorie), wenn ihr
Komplement X \ A mager ist.
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Satz 7.14 (Satz von Baire). Die folgenden zwei Klassen topologischer Rdume sind Baire-Rdume, das heifst, jeder
abzdhlbare Schnitt offener dichter Teilmengen ist dicht:

(D) Jeder volistidndige metrische Raum (X, d) ist ein Baire-Raum.
(ii) Jeder lokalkompakte Hausdorff-Raum X ist ein Baire-Raum.

Eine andere Moglichkeit, dies zu formulieren, ist die folgende. Sei X entweder ein vollstdndiger metrischer Raum
oder ein lokalkompakter Hausdorff-Raum. Dann gelten die folgenden dquivalenten Aussagen:

(a) (Offene dichte Mengen) Ist {U, }52, eine abzdhlbare Familie offener dichter Teilmengen von X, dann gilt
() Un #0.
n=1
Tatsdchlich ist -
Ao
n=1
dicht in X.

(b) (Nirgends dichte Mengen) Ist { A,,}°° , eine abzdhlbare Familie nirgends dichter Teilmengen von X, dann

gilt
int ( U An> = (.
n=1

Das heifst, X kann nicht als abzdhlbare Vereinigung nirgends dichter Mengen geschrieben werden.

(c) (Magere Mengen) Keine nichtleere offene Teilmenge von X ist mager. Aquivalent dazu ist X selbst nicht
mager:

X £ U A, wenn jedes A,, nirgends dicht in X ist.

n=1

(d) (Residuelle Mengen) Jede komagere, also residuelle, Teilmenge von X ist dicht in X.

Wir formulieren und beweisen nun den globalen Rangsatz.

Satz 7.15 (Globaler Rangsatz). Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten, und sei F' : M — N eine glatte
Abbildung konstanten Ranges.

(a) Ist F surjektiv, dann ist F eine glatte Submersion.
(b) Ist F injektiv, dann ist F eine glatte Immersion.

(c) Ist F bijektiv, dann ist F ein Diffeomorphismus.

\ J

Proof. Seien
m = dim M, n=dim N,

und angenommen, F' habe konstanten Rang . Um (a) zu beweisen, nehmen wir an, dass F' keine glatte Submersion
ist. Das bedeutet
r<n.

Nach dem Rangsatz, Theorem 7.11, gibt es fiir jedes p € M glatte Karten (U, ¢) fiir M mit Zentrum in p und (V, ¢)
fiir N mit Zentrum in F'(p), sodass
FU)CV

gilt und die Koordinatendarstellung von F' durch (7.1) gegeben ist.
Durch eventuelles Verkleinern von U koénnen wir annehmen, dass U ein regulédrer Koordinatenball ist und

FUO)CV
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gilt, wobei U der abgeschlossene Koordinatenball und der Abschluss der offenen Menge U ist. Dies impliziert, dass

F(U) eine kompakte Teilmenge der Menge
{yEV:yrH:-'-:y":O}

ist. Daher ist F'(U) abgeschlossen in IV und enthélt keine offene Teilmenge von N; folglich ist /'(U) nirgends dicht
in N. Da jede offene Uberdeckung einer Mannigfaltigkeit eine abzdhlbare Teiliiberdeckung besitzt, konnen wir
abzéhlbar viele solcher Karten

{(Ui, i)}

wahlen, die M {iberdecken, mit entsprechenden Karten
die F(M) iiberdecken. Da F'(M) gleich der abzdhlbaren Vereinigung der nirgends dichten Mengen
F(U:)

ist, folgt aus dem Satz von Baire, Theorem 7.14, dass F'(M) leeres Inneres in NV hat. Das bedeutet, dass F' nicht
surjektiv sein kann.
Um (b) zu beweisen, nehmen wir an, dass F keine glatte Immersion ist, also

r<<m.

Nach dem Rangsatz kénnen wir fiir jedes p € M Karten auf Umgebungen von p und F'(p) wahlen, in denen F die
Koordinatendarstellung (7.1) hat. Daraus folgt, dass

F(0,...,0,e) = F(0,...,0,0)

fiir jedes hinreichend kleine ¢ gilt. Also ist F' nicht injektiv.

Schlief3lich folgt (c) aus (a) und (b), denn eine bijektive glatte Abbildung konstanten Ranges ist nach Teil (a)
eine glatte Submersion und nach Teil (b) eine glatte Immersion. Daher impliziert Proposition 7.7, dass F' ein lokaler
Diffeomorphismus ist, und da F' bijektiv ist, ist F' ein Diffeomorphismus. O

7.3 Einbettungen

Eine spezielle Art von Immersion ist besonders wichtig.

Definition 7.16. Sind M und N glatte Mannigfaltigkeiten, so hei3t eine glatte Einbettung von M in N eine
glatte Immersion
F:M — N,

die auBerdem eine topologische Einbettung ist, das heilst ein Homéomorphismus auf ihr Bild
F(M)CN

beziiglich der Teilraumtopologie.

Beispiel 7.17 (Glatte Einbettungen). 1. Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit und ist U C M eine offene Unterman-
nigfaltigkeit, dann ist die Inklusionsabbildung
U—M

eine glatte Einbettung.

2. Sind My, ..., My, glatte Mannigfaltigkeiten und sind p; € M, beliebig gewihlte Punkte, dann ist jede der
Abbildungen
tj i My — My x - x M,
gegeben durch
ti(q@) = (p1s--sPj~1, @ Pjt1s--->Pk)
eine glatte Einbettung. Insbesondere ist die Inklusionsabbildung

R™ — R™t*

gegeben durch

eine glatte Einbettung.
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Betrachten wir einige Nicht-Beispiele glatter Einbettungen. Im Folgenden geben wir einige Beispiele, in denen
eines der Kriterien fiir eine glatte Einbettung fehlschlégt.

Beispiel 7.18 (Eine glatte topologische Einbettung). Die Abbildung « : R — R2, gegeben durch () = (3,0), ist
eine glatte Abbildung und eine topologische Einbettung, aber sie ist keine glatte Einbettung. Die Abbildung ~ ist glatt
und eine topologische Einbettung, denn

Y(R) = {(z,0) : € R},
was die z-Achse in R? ist. Die Umkehrabbildung vom Bild +(R) nach R ist gegeben durch

7_1(33’ 0) = \S/5

Da x — /x stetig ist, ist v~ ! stetig. Daher ist -y ein Homdomorphismus von R auf sein Bild, also eine topologische
Einbettung.
Aber ~ ist keine glatte Einbettung, denn

7' (t) = (3t%,0).
Insbesondere gilt bei ¢t = 0
7'(0) = (0,0).
Somit ist das Differential
d")/o :THR — T(070)R2
die Nullabbildung, also nicht injektiv.
Beispiel 7.19 (Die Acht-Kurve). Betrachte die Kurve 3 : (—m, 7) — R?, definiert durch
B(t) = (sin2t, sint).
Thr Bild sieht wie eine Acht in der Ebene aus, siehe die Abbildung unten. Wir zeigen, dass 3 keine glatte Einbettung
ist. Es gilt
B'(t) = (2cos2t,cost),

und daher gilt 3'(t) # 0 fir alle ¢t € (—,7), denn bei t = 5 gilt /(%) = (2cosm,cos §) = (—2,0) # 0. Und bei
t =0 gilt #/(0) = (2,1) # 0.
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Wir {iberpriifen, dass 3 kein Homéomorphismus auf sein Bild ist. Die Umkehrabbildung 3=! : 3((—m, 7)) —
(—m, ) ist nicht stetig. Beachte zunéchst, dass

B(0) = (sin 0, sin 0) = (0, 0).
Definiere nun die Folge

1
t,=m—— € (—m,m), n>2.
n
Dann gilt ¢,, — = fiir n — oo, und
sin2t,, = sin(2r — 2) = —sin 2 — 0,

sint, = sin(7r - %) = Sin% — 0.
Daher gilt
B(tn) = (—sin2,sin ) — (0,0) = 3(0) in R?.
Also gilt 5(t,,) — 6(0) in der Teilraumtopologie auf 5((—m,7)).
Wire 3~ stetig, so miisste gelten

B7HB(tn)) = tn — B71(0,0) = 0.
Aber t,, — 7 # 0. Daher ist 37! bei (0,0) nicht stetig, also ist 3 kein Homéomorphismus auf sein Bild.

Beispiel 7.20. Sei T? = S! x S! der 2-Torus, und sei « eine beliebige irrationale Zahl. Die Abbildung v : R — T2,
gegeben durch

,Y(t) _ (6271'1'157 eQTriat) ,

ist eine glatte Immersion, da 4/(¢) niemals verschwindet. Sie ist auch injektiv, denn ~(¢1) = ~(t2) impliziert, dass
sowohl ¢; — t5 als auch at; — aty ganze Zahlen sind, was unmoglich ist, aufler wenn ¢; = ¢, gilt. Allerdings ist v kein
Homoomorphismus auf sein Bild. Um dies zu sehen, sei ¢ > 0. Dann kdnnen wir n,m € Z finden mit |an — m| < e.

Somit gilt
[y(n) =7 (0)] = [(™", e*™ ") — (1,1)]
= (1, e*m") — (1,1)]
< |e2mian _ g2mim)
< 27(an — m)|
< 27e.

Dabher gilt v(0) € ~(Z), aber Z hat keinen Haufungspunkt in R.

Natiirlich ist v fiir @ € Q nicht einmal injektiv.

Dense curve on T%: y(t) = (e, e2m21)

SRR
RS
SR
SRS
S

S
e
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7.4 Untermannigfaltigkeiten

Wie der Name andeutet, sollten Untermannigfaltigkeiten Teile einer Mannigfaltigkeit sein, die selbst Mannig-
faltigkeiten sind. Dies ist der Begriff, den wir in diesem Abschnitt prazisieren wollen. Wir werden zwei Moglichkeiten
angeben, eine Untermannigfaltigkeit zu definieren. Erinnern wir uns zunéchst aus der linearen Algebra daran, dass
ein linearer Unterraum eines Vektorraums, zum Beispiel

RY x {0} = {(«*,...,2%0,...,0) e R" | (z',...,2%) € R} C R™. (7.6)

definitiv selbst eine Mannigfaltigkeit ist und tatsachlich das typische Beispiel einer Untermannigfaltigkeit darstellt. In
der Tat sieht jeder /-dimensionale Unterraum eines n-dimensionalen Vektorraums nach einer geeigneten linearen
Koordinatentransformation wie (7.6) aus. Der Begriff der glatten Untermannigfaltigkeit verallgemeinert diese Idee.
Wir beginnen zunéchst mit der folgenden Definition.

Definition 7.21 (Schnittkarten). Eine Karte (i, ¢) auf einer n-Mannigfaltigkeit M hei3t eine {-dimensionale
Schnittkarte fiir eine Teilmenge L C M, falls

LNU =z YR x {0}),

d.h. die Punkte in &/ gehéren genau dann zu L, wenn ihre Koordinaten 2‘*!, ... 2" verschwinden.

Definition 7.22. Sei M eine glatte n-Mannigfaltigkeit. Eine Teilmenge L C M heif3t eine /-dimensionale
glatte Untermannigfaltigkeit von M, falls M eine Sammlung glatter Schnittkarten fiir L besitzt, deren
Definitionsbereiche jeden Punkt von L {iberdecken.

Beispiel 7.23. Wenn wir Polarkoordinaten zur Beschreibung der glatten Struktur auf S' C R? mit den beiden Karten
(U, 6) und (V, ¢) verwenden, wobei §(U) = (0,27) und ¢(V) = (—=, m) gilt, dann sind diese beiden Koordinaten auf
offenen Teilmengen von S! definiert, besitzen aber auch natiirliche Erweiterungen auf offene Teilmengen von R?,

namlich

U ={tveR?|vel t>0}, V:={tveR*|veV,t>0}

Erinnern wir uns daran, dass eine 1-dimensionale Schnittkarte fiir S' C R? eine Karte (U, (z!, 2?)) auf R? ist,
sodass ein Punkt von U/’ genau dann auf S* liegt, wenn 22 = 0.

Definiere die radialen und Winkelkoordinaten auf R? \ {0} wie iiblich und setze
p:=r—1 sodass S'={r=1}={p=0}.
Definiere

U =R\ ({0} U{(z,0) |z >0}).

Dies ist R? ohne den Ursprung und ohne die positive z-Achse. Die Koordinatenabbildung ist
@, p): U — (0,27) x (—1,00),
wobei 0 € (0,27) der Polarwinkel ist und p = y/22 + y? — 1. Dann gilt

stnu = (0,p) (R x {0}),

dap=0 < r = 1. Ebenso gilt

V =R2\ ({0} U{(2,0) | = < 0}).

Dies ist R? ohne den Ursprung und ohne die negative z-Achse. Die Koordinatenabbildung ist

(¢7 p) : V/ - (_7T77T) X (_1700)7
wobei ¢ € (—m, 7) der Polarwinkel ist und p = /22 + y2 — 1. Dann gilt

SE OV = (6,0)"M(R x {0}).
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Also gilt S* c ¢4’ UV, und die beiden Schnittkarten iiberdecken jeden Punkt von S*. Dies bestétigt, dass S' eine
glatte 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R? ist.

Beweisen wir nun, dass eine Untermannigfaltigkeit einer Mannigfaltigkeit auch selbst eine Mannigfaltigkeit ist.

Vorschlag 7.24. Ist L eine (-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit einer n-dimensionalen C*-Mannigfaltigkeit
M, dann erbt L auf natiirliche Weise von M die Struktur einer {-dimensionalen C*-Mannigfaltigkeit, sodass die
Inklusionsabbildung i : L — M von der Klasse C* ist. Auferdem ist fiir jedes p € L der Tangentialraum T, L auf
natiirliche Weise ein (-dimensionaler linearer Unterraum von T, M.

Proof. Wir ordnen jeder Schnittkarte (i/,«) fiir L C M eine Karte der Form (U N L, x,) auf L zu, wobei wir die
Koordinatenprojektion

verwenden, um

I'L:W[O{L‘h,{mLIZ/[ﬂL—}Re

zu definieren. Da L eine Untermannigfaltigkeit ist, kann L durch Schnittkarten iiberdeckt werden, und daher
definiert die Sammlung aller Karten dieser Form einen Atlas auf L. Wir iiberpriifen nun die Kompatibilitdtsbedin-
gungen. Gegeben seien zwei solche Karten ({4 N L, z;) und (VN L,y;), die von zwei C*-kompatiblen Schnittkarten
(U, x) und (V,y) stammen. Die Ubergangsabbildung y o z~! erhilt den Unterraum R’ x {0} ¢ R™, und ihre Ein-
schrinkung auf den Schnitt ihres Definitionsbereichs mit diesem Unterraum ist die Ubergangsabbildung y;, o z; .
Diese ist daher von der Klasse C*, da y o 2~! von der Klasse C* ist. Ebenso folgen die Zweite Abzéhlbarkeit und die
Hausdorff-Eigenschaft fiir L aus den entsprechenden Eigenschaften von M, und somit ist L eine C'*-Mannigfaltigkeit.
Die Inklusionsabbildung ¢ : L < M sieht beziiglich jeder Schnittkarte (I, ) und der zugehoérigen Karte (U N L, x1)
auf L wie

(zb,..., 2% — (z*,...,2°0,...,0)

aus. Dies ist offensichtlich glatt, also ist die Inklusion von der Klasse C*.2

Fiir jedes p € L ist die Tangentialabbildung di, : T,,L — T},M einfach die kanonische Inklusion T}, — T,,M, die
dadurch definiert ist, dass man jede Kurve in L als Kurve in M auffasst. Da ihr Bild ein linearer Unterraum ist, liefert
sie einen kanonischen Isomorphismus von 7, L auf einen linearen Unterraum von T, M. O

Somit ist eine Untermannigfaltigkeit L. C M eine Mannigfaltigkeit, und von nun an werden wir annehmen, dass
L mit der in Proposition 7.24 beschriebenen differenzierbaren Struktur versehen ist.

Aufgabe 7.25. Angenommen, M und N sind beide C*-Mannigfaltigkeiten und f : M — N ist eine Abbildung der
Klasse C*. Beweise:

(a) Fiir jede C*-Untermannigfaltigkeit L C M ist die Einschrankung f|; : L — N ebenfalls eine Abbildung der
Klasse C*.

(b) Ist L C N eine C*-Untermannigfaltigkeit mit f()/) C L, dann ist die resultierende Abbildung f : M — L
ebenfalls von der Klasse C*.

7.5 Einbettungen und Niveaumengen

Wir versuchen nun, die Beziehung zwischen Einbettungen und Untermannigfaltigkeiten zu verstehen. Dies wird uns
auch ermoglichen, viele weitere Beispiele von Untermannigfaltigkeiten zu erzeugen. Das Hauptergebnis in dieser
Richtung ist das folgende.

[ Satz 7.26. Ist f : M — N eine Einbettung, dann ist ihr Bild f(M) eine glatte Untermannigfaltigkeit von N. ]

2Erinnern wir uns daran, dass es, wenn sowohl L als auch M Mannigfaltigkeiten der Klasse C* mit k < oo sind, keinen Sinn ergibt zu sagen,
dass die Inklusion L — M glatt ist, auch wenn sie in den speziellen lokalen Koordinaten, die wir gewéhlt haben, glatt aussieht. Der Punkt ist, dass
man auch andere Koordinaten wihlen kénnte, in denen sie immer noch wie eine Abbildung der Klasse C'* aussieht, aber nicht notwendigerweise
wie eine Abbildung der Klasse C*°.
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Proof. Wir wollen Schnittkarten fiir f(M) C N konstruieren. Sei ¢ € f(M). Da f injektiv ist, gibt es einen
eindeutigen Punkt p € M mit f(p) = ¢q. Da f eine Immersion ist, liefert der Rangsatz 7.11 Karten (I, z) auf M und
(V,y) auf N mit z(p) = 0 und y(q) = 0, sodass y o f o x~! die Form (x!,...,2™) — (z!,...,2™,0,...,0) hat. Da die
Umbkehrabbildung f(M) — M ebenfalls stetig ist, diirfen wir nach eventuellem Verkleinern von ¥V C N zu einer
kleineren Umgebung von ¢ annehmen, dass

fHvnf) cu,

oder mit anderen Worten, dass V N f(M) = f(U) gilt. Dies zeigt, dass (V,y) eine Schnittkarte fiir die Teilmenge
f(M) ist. O

Tatsachlich konnen wir als Korollar des vorherigen Satzes eine alternative Definition des Begriffs einer Unterman-
nigfaltigkeit geben.

Folge 7.27. Eine Teilmenge L C M einer glatten Mannigfaltigkeit M ist genau dann eine glatte Unterman-
nigfaltigkeit, wenn sie eine glatte Struktur besitzt, beziiglich derer die Inklusionsabbildung L <— M eine glatte
Einbettung ist. O

Wir betrachten nun die Beziehungen zwischen Submersionen und Untermannigfaltigkeiten. Wir treffen die
folgende Definition.

Definition 7.28. Sei f : M — N eine glatte Abbildung. Ein Punkt p € M heil3t ein reguldrer Punkt von f,
wenn f bei p eine Submersion ist, und andernfalls ein kritischer Punkt. Ein Punkt ¢ € N heifst ein kritischer
Wert von f, wenn ¢ = f(p) fiir einen kritischen Punkt p gilt; andernfalls hei3t ¢ ein reguldrer Wert von f.

Satz 7.29. Fiir jede glatte Abbildung f : M™ — N™ mit reguldrem Wert ¢ € N ist L := f~1(q) C M eine
glatte Untermannigfaltigkeit mit dim L = dim M — dim N, und der Tangentialraum an jedem Punkt p € L ist
T,L = kerdf, C T,M.

\ J

Proof. Wir mochten Schnittkarten fiir L finden. Fiir jedes p € L = f~1(q) ist f nach Voraussetzung eine Submersion
bei p. Daher liefert Theorem 7.11 Karten « in einer Umgebung von p und y in einer Umgebung von ¢, sodass x(p)
und y(q) jeweils der Ursprung in den entsprechenden euklidischen Raumen sind und y o f o 2! zu der Abbildung
(x',...,2™) — (z!,...,2") wird. Die Nullmenge dieser Abbildung ist, in den x-Koordinaten betrachtet, eine
Umgebung von p in f~!(g); somit ist  eine Schnittkarte.

Wir betrachten nun den Tangentialraum und beweisen, dass 7, L = ker df), gilt. Beachte zunéchst, dass fiir jede Kurve
« in L durch p die zusammengesetzte Kurve f o v eine konstante Kurve bei ¢ € N ist. Daher gilt df,([y]) = 0 € T, N,
was T, L C ker df,, beweist. Da ¢ ein regulédrer Wert ist, ist df, : T,M — T, N surjektiv. Daraus folgt mit dem Rangsatz
beziehungsweise dem Dimensionssatz

dim7,L =dimL =dimM —dim N = dim7T,M — dimT; N = dimker T, f.

Definition 7.30. Untermannigfaltigkeiten der Form f~!(¢q) C M fiir reguldre Werte ¢ € N heillen regulire
Niveaumengen von f.

Somit zeichnet sich eine Submersion f : M — N dadurch aus, dass alle ihre Niveaumengen reguldr und daher
glatte Untermannigfaltigkeiten sind.

Tatsédchlich beweist der Beweis von Theorem 7.29 auch das folgende Resultat {iber Abbildungen konstanten
Ranges.

Satz 7.31 (Niveaumengensatz fiir konstanten Rang). Sei f : M™ — N™ eine glatte Abbildung zwischen glatten
Mannigfaltigkeiten, sodass f konstanten Rang r hat. Dann sind die Niveaumengen von f, d.h. f~1(q) C M fiir
q € N, glatte Untermannigfaltigkeiten von M der Dimension m — r.

Wir haben nun eine sehr einfache Moglichkeit zu beweisen, dass einfache Beispiele wie die Einheitssphéren
S™ c R™*! tatsdchlich glatte Untermannigfaltigkeiten sind.
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Beispiel 7.32. Definiere f : R**! — R mithilfe des standardméRigen euklidischen Skalarprodukts durch f(x) =
|z|?> = (z, ). Dies ist eine glatte Abbildung, deren Differential an jedem Punkt z € R"*! durch d, f(v) = 2(z, )
gegeben ist. Daher ist sie {iberall aufer am Ursprung eine Submersion. Dies macht S™ = f~!(1) zu einer glatten
Untermannigfaltigkeit der Dimension (n+ 1) — 1 = n. Insbesondere erbt S™ eine natiirliche glatte Struktur, beziiglich

derer die Inklusion S™ — R"*! eine glatte Einbettung ist. Der Kern von d, f an einem Punkt z € S™ ist das
orthogonale Komplement von z, also

T,8" =z c R*H1,

Beispiel 7.33. Die glatte Abbildung f : R? — R : (z,y) ~ zy hat genau einen kritischen Punkt, nimlich bei (z,y) =
(0,0). Daher ist f~1(t) fiir jedes t # 0 eine glatte Untermannigfaltigkeit (eine Hyperbel), und ebenso ist f~1(0) \
{(0,0)} eine glatte Untermannigfaltigkeit. Die Menge f~(0) ist jedoch am Ursprung keine Untermannigfaltigkeit.
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8. Vektorfelder
8.1 Glatte Vektorfelder

Definition 8.1. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Ein Vektorfeld auf M ist eine stetige Abbildung X :
M — T M, iiblicherweise geschrieben als p — X,,, mit der Eigenschaft, dass

moX =idyy, m: TM — M die Projektionsabbildung (8.1)

oder dquivalent, X, € T, M fiir jedes p € M.

J

Man kann sich ein Vektorfeld auf M auf dieselbe Weise vorstellen wie Vektorfelder im euklidischen Raum: als
einen an jedem Punkt von M angehefteten Pfeil, der tangential an M gewahlt ist und stetig von Punkt zu Punkt
variiert.

Da wir bereits in Satz 4.8 gesehen haben, dass, wenn M eine glatte Mannigfaltigkeit ist, das Tangentialbiindel
TM eine glatte Struktur von M erbt, sagen wir, dass ein Vektorfeld ein glattes Vektorfeld ist, falls es als Abbildung
von M nach T'M glatt ist.

Wie bei Funktionen ist fiir ein Vektorfeld X auf M der Trédger von X definiert als der Abschluss der Menge
{p € M : X, # 0}. Ein Vektorfeld heil3t kompakt getragen, wenn sein Triger eine kompakte Menge ist.

Sei M eine glatte n-Mannigfaltigkeit. Ist X : M — TM ein Vektorfeld und (U, (z%)) irgendeine glatte Koordi-
natenkarte fiir M, so kénnen wir den Wert von X an jedem Punkt p € U in Bezug auf die Koordinatenbasisvektoren
schreiben:

0

XP :Xl(p) ori| -~
p

(8.2)

Dies definiert n Funktionen X : U — R, die sogenannten Komponentenfunktionen von X in der gegebenen Karte.
Wir konnen die Glattheit von Vektorfeldern in Begriffen der Glattheit der Komponentenfunktionen ausdriicken.

Vorschlag 8.2. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und sei X : M — TM ein Vektorfeld. Ist (U, (z*)) irgen-
deine glatte Koordinatenkarte auf M, so ist die Einschrdnkung von X auf U genau dann glatt, wenn seine
Komponentenfunktionen beziiglich dieser Karte glatt sind.

Beweis. Seien (z¢,v*) die natiirlichen Koordinaten auf 7=1(U) C TM, die mit der Karte (U, (x')) assoziiert sind.
Nach Definition der natiirlichen Koordinaten ist die Koordinatendarstellung von X : M — T'M auf U

X(z) = (z, ... 2", XY (x),..., X" (z)),

wobei X' die i-te Komponentenfunktion von X in z‘-Koordinaten ist. Daraus folgt unmittelbar, dass die Glattheit
von X in U &quivalent zur Glattheit seiner Komponentenfunktionen ist. O
Sehen wir uns einige Beispiele fiir glatte Vektorfelder an.

Beispiel 8.3. (Koordinaten-Vektorfelder). Ist (U, (z')) irgendeine glatte Karte auf M, so bestimmt die Zuordnung

p—

ozt

p

ein Vektorfeld auf U, das i-te Koordinaten-Vektorfeld genannt und mit 9/0x" bezeichnet wird. Es ist glatt, da seine
Komponentenfunktionen konstant sind.

Beispiel 8.4. (Das Euler-Vektorfeld). Das Vektorfeld V auf R", dessen Wert an z € R"

ox™

d
ot
x

x

ist, ist glatt, da seine Koordinatenfunktionen linear sind. Es verschwindet im Ursprung und zeigt iiberall sonst radial
nach auf3en. Es heilst das Euler-Vektorfeld.
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Ist U C M offen, so erlaubt uns die Tatsache, dass T},U fiir jedes p € U in natiirlicher Weise mit 7),M identifiziert
wird, TU mit der offenen Teilmenge 7—1(U) C T'M zu identifizieren. Daher kann ein Vektorfeld auf U entweder als
Abbildung von U nach TU oder als Abbildung von U nach T'M aufgefasst werden, je nachdem, was zweckméaRiger
ist. Ist X ein Vektorfeld auf M, so ist seine Einschrankung X |y ein Vektorfeld auf U, das glatt ist, wenn X glatt ist.

Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit, so verwenden wir
Notation: die Notation X (M) oder I'(T'M) zur Bezeichnung der Menge aller glatten Vektorfelder auf M.

Die Menge X (M) ist ein R-Vektorraum unter punktweiser Addition und Skalarmultiplikation:

(aX +bY), = aX, + bY,.

Das Nullelement dieses Vektorraums ist das Null-Vektorfeld, dessen Wert an jedem p € M gleich 0 € T, M ist.
Aullerdem konnen glatte Vektorfelder mit glatten reellwertigen Funktionen multipliziert werden: Sind f € C*°(M)
und X € X(M), so definieren wir fX : M — T'M durch

(fX)p = f(p) Xp-

Die néchste Proposition zeigt, dass diese Operationen tatsichlich glatte Vektorfelder liefern.

Vorschlag 8.5. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit.
(1) Sind X und Y glatte Vektorfelder auf M und f,g € C°(M), so ist fX + gY ein glattes Vektorfeld.
(2) X(M) ist ein Modul iiber dem Ring C*°(M).

Proof. Ubung. O

8.2 Lokale und globale Rahmen

Koordinaten-Vektorfelder in einer glatten Karte bieten eine bequeme Moglichkeit, Vektorfelder darzustellen, da ihre
Werte an jedem Punkt eine Basis des Tangentialraums bilden. Sie sind jedoch nicht die einzige Wahl.

Sei M eine glatte n-Mannigfaltigkeit. Ein geordnetes k-Tupel (X, ..., Xx) von Vektorfeldern, das auf einer Teil-
menge A C M definiert ist, heif3t linear unabhéngig, wenn (X1, ..., Xy|,) fiir jedes p € A ein linear unabhéngiges
k-Tupel in T,,M ist, und heil3t Erzeugendensystem des Tangentialbiindels, wenn das k-Tupel (X|,,..., Xx|p,) an
jedem p € A den Raum T, M aufspannt.

Definition 8.6. Ein lokaler Rahmen fiir M ist ein geordnetes n-Tupel von Vektorfeldern (E4,..., F,), das
auf einer offenen Teilmenge U C M definiert ist, linear unabhéngig ist und das Tangentialbiindel aufspannt.
Mit anderen Worten, die Vektoren (E1|,, ..., Ey|,) bilden fiir jedes p € U eine Basis von T, M.

Er hei3t globaler Rahmen, falls U = M, und glatter Rahmen, falls jedes der Vektorfelder E; glatt ist.

Beispiel 8.7. (Lokale und globale Rahmen).
(a) Die Standard-Koordinaten-Vektorfelder bilden einen glatten globalen Rahmen fir R™.

(b) Ist (U, (z*)) irgendeine glatte Koordinatenkarte fiir eine glatte Mannigfaltigkeit M, so bilden die Koordinaten-
Vektorfelder einen glatten lokalen Rahmen (9/0z*) auf U, der ein Koordinatenrahmen genannt wird. Jeder
Punkt von M liegt im Definitionsbereich eines solchen lokalen Rahmens.

(c) Das Vektorfeld d/df auf S*, wobei 6 die Winkelkoordinate ist, ist ein glatter globaler Rahmen fiir den Kreis.

(d) Das n-Tupel von Vektorfeldern (9/90%,...,0/06™) auf dem n-Torus T" = S* x --- x S ist ein glatter globaler
Rahmen fiir T™.

Fiir Teilmengen von R™ gibt es eine spezielle Art von Rahmen, die fiir geometrische Probleme oft niitzlicher ist
als beliebige Rahmen. Ein k-Tupel von Vektorfeldern (FEj,..., Ey), das auf einer Teilmenge A C R definiert ist,
hei3t orthonormal, wenn fiir jedes p € A die Vektoren (E4|, ..., Ex|,) orthonormal beziiglich des euklidischen
Skalarprodukts sind (wobei wir 7,,R™ in der iiblichen Weise mit R™ identifizieren). Ein (lokaler oder globaler)
Rahmen, der aus orthonormalen Vektorfeldern besteht, heil3t orthonormaler Rahmen.
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8.3 Vektorfelder und Derivationen

Erinnern wir uns, dass wir einen Tangentialvektor als Derivation auffassen konnen. Analog definieren Vektorfelder
Operatoren auf dem Raum der glatten reellwertigen Funktionen C°°(M) auf einer Mannigfaltigkeit A/. Sind
X € X(M) und f eine glatte reellwertige Funktion, die auf einer offenen Teilmenge U C M definiert ist, so erhalten
wir eine neue Funktion X f : U — R, definiert durch

(XS)(p) = X, f,

wobei der Tangentialvektor X, als Derivation auf die Funktion f wirkt. Da die Wirkung eines Tangentialvektors auf
eine Funktion durch die Werte der Funktion in einer beliebig kleinen Umgebung bestimmt ist, folgt, dass X f lokal
bestimmt ist. Insbesondere gilt fiir jede offene Teilmenge V C U:

(XNlv =X(flv)- (8.3)

Diese Konstruktion liefert ein weiteres niitzliches Glattheitskriterium fiir Vektorfelder.

Vorschlag 8.8. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und sei X : M — T M ein Vektorfeld. Die folgenden Aussagen
sind dquivalent:

(a) X ist glatt.
(b) Fiir jedes f € C>°(M) ist die Funktion X f glatt auf M.
(c) Fiir jede offene Teilmenge U C M und jedes f € C*°(U) ist die Funktion X f glatt auf U.

. 7

Proof. Wir werden zeigen, dass (a) = (b) = (¢) = ().
Um (a) = (b) zu beweisen, nehmen wir an, X sei glatt, und sei f € C*°(M). Fiir jedes p € M konnen wir glatte
Koordinaten (z*) in einer Umgebung U von p wéhlen. Dann kénnen wir fiir z € U schreiben:

0 X 0
s ) f= X0 @),

X5ta) = (¥'(e)

Da die Komponentenfunktionen X* glatt auf U sind, folgt, dass X f glatt auf U ist. Da dasselbe in einer Umgebung
jedes Punktes gilt, ist X f glatt auf M.

Um (b) = (c) zu beweisen, nehmen wir an, U C M sei offen und f € C°°(U). Fiir jedes p € U sei ¢ eine glatte
Buckelfunktion, die in einer Umgebung von p gleich 1 ist und in U getragen ist, und definiere f = f, fortgesetzt
durch Null auf M \ supp¢. Dann ist X f nach Voraussetzung glatt und gleich X f in einer Umgebung von p. Dies
zeigt, dass X f in einer Umgebung jedes Punktes von U glatt ist.

Schlief3lich, um (c) = (a) zu beweisen, nehmen wir an, X f sei glatt, wann immer f auf einer offenen Teilmenge
von M glatt ist. Sind (z*) irgendwelche glatten lokalen Koordinaten auf U C M, so kénnen wir jede Koordinate z°
als glatte Funktion auf U auffassen. Wenden wir X auf eine dieser Funktionen an, so erhalten wir

, - ,
T 7 A 7
Xz'=X —axj(x)_X.
Da X' nach Voraussetzung glatt ist, folgt, dass die Komponentenfunktionen von X glatt sind, also ist X glatt. [

Somit definiert ein glattes Vektorfeld X € X(M) eine Abbildung von

C*(M)— C™®(M), f— Xf.

Diese Abbildung ist offensichtlich linear {iber R. Dariiber hinaus impliziert die Leibniz-Regel fiir Tangentialvektoren
als Derivationen die Produktregel fiir Vektorfelder:

X(fg)=fXg+gX/f, (8.4)

wie man leicht durch Auswerten beider Seiten an einem beliebigen Punkt p € M iiberpriifen kann.

Eine Abbildung X : C*°(M) — C*°(M) hei3t Derivation (im Unterschied zu einer Derivation an p), wenn
sie linear iiber R ist und (8.4) fiir alle f,g € C*°(M) erfiillt. Somit ist jedes Vektorfeld eine Derivation auf
C>(M).

Die Funktion X f wird manchmal auch mit £Lx f = X f bezeichnet und hei3t Lie-Ableitung von f in Richtung
X.
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Die néchste Proposition zeigt, dass Derivationen von C°°(M) mit glatten Vektorfeldern identifiziert werden
konnen.

Lemma 8.9. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Abbildung D : C*°(M) — C°°(M) ist genau dann eine
Derivation, wenn sie die Form Df = X f = Lx f fiir ein glattes Vektorfeld X € X(M) hat.

Proof. Wir haben oben gerade gezeigt, dass jedes glatte Vektorfeld eine Derivation induziert. Umgekehrt, sei
D : C*(M) — C°(M) eine Derivation. Wir miissen ein Vektorfeld X angeben, so dass Df = X f fiir alle f. Aus der
obigen Diskussion ist klar, dass, falls es ein solches Vektorfeld gibt, sein Wert an p € M die Derivation an p sein muss,
deren Wirkung auf eine beliebige glatte reellwertige Funktion f gegeben ist durch

Xpf = Df(p)

Die Linearitdt von D garantiert, dass dieser Ausdruck linear von f abhéngt, und die Tatsache, dass D eine Derivation
ist, liefert die Leibniz-Regel fiir Tangentialvektoren. Somit ist die so definierte Abbildung X, : C*°(M) — R
tatséchlich ein Tangentialvektor, das heif3t, eine Derivation von C*°(M) an p. Dies definiert X als Vektorfeld. Da
X f = Df glatt ist, wann immer f € C°° (M) ist, ist dieses Vektorfeld nach Proposition 8.8 glatt. O

Somit gilt:

glatte Vektorfelder auf M <> Derivationen von C*°(M). ]

8.4 Vektorfelder, glatte Abbildungen, Pushforwards und Pullbacks

Erinnern wir uns, dass wir, wenn F' : M — N eine glatte Abbildung und X ein Vektorfeld auf M ist, fiir jeden
Punkt p € M einen Vektor dF,(X,) € Tp(, N erhalten, indem wir das Differential von F' auf X, anwenden. Dies
wirft die Frage auf: Liefert dieser Prozess, wenn er global angewendet wird, ein Vektorfeld auf N anstelle nur von
Tangentialvektoren, die vom Punkt abhéngen? Die Antwort lautet nein, dies definiert im Allgemeinen kein Vektorfeld
auf N. Zum Beispiel, falls F’ nicht surjektiv ist, gibt es keine Moglichkeit zu entscheiden, welcher Vektor einem Punkt
q € N\ F(M) zugeordnet werden soll. Falls F' nicht injektiv ist, dann kann es fiir einige Punkte von N mehrere
verschiedene Vektoren geben, die durch Anwenden von dF auf X an verschiedenen Punkten von M erhalten werden.

Sei F': M — N glatt und X ein Vektorfeld auf M, und nehmen wir an, es gebe ein Vektorfeld Y auf N mit der
Eigenschaft, dass fiir jedes p € M gilt dF),(X,) = Yr(,). In diesem Fall sagen wir, dass die Vektorfelder X und Y’
F-verwandt sind. Die néchste Proposition zeigt, wie F'-verwandte Vektorfelder auf glatte Funktionen wirken.

Vorschlag 8.10. Sei F': M — N eine glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten, X € X(M)undY € X(N).
Dann sind X und Y genau dann F-verwandt, wenn fiir jede glatte reellwertige Funktion f, die auf einer offenen
Teilmenge von N definiert ist, gilt:

X(foF)=(Yf)oF. (8.5)

Proof. Fiir jedes p € M und jede glatte reellwertige Funktion f, die in einer Umgebung von F(p) definiert ist, gilt
X(foF)(p)=Xp(foF)=dFy(X,)f,

wiéhrend
(Yf)oF(p) = (Y)(F(p) = Yrpf

Somit gilt (8.5) fiir alle f genau dann, wenn dF,(X,) = Yy, fiir alle p gilt, d.h., genau dann, wenn X und Y’
F-verwandt sind. O

Beispiel 8.11. Sei F : R — R? die glatte Abbildung F(t) = (cost,sint). Dann ist 4 € X(R) F-verwandt zum
Vektorfeld Y € X(R?), das definiert ist durch

0 0

Wir zeigen dies auf zwei verschiedene Arten.
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Wir zeigen, dass fiir jedes ¢ € R gilt

d
dF,( —
t<dt

t

Erinnern wir uns daran, dass fiir eine glatte Abbildung F : R — R?, die in Koordinaten als F(t) = (F'(t), F2(t))
geschrieben wird, das Differential durch

d dF! 0 dF? 0
dR( = ) =50 — “ () —
t(dt t) iV oz F(t)+ ar Y| pa
wirkt. Damit folgt
d 0 0
dFt< ):—sint + cost — .
dt|, or F(t) Jy F(t)
Nach der Definition von Y gilt
Y Y 0 +x 0
(zy) = 7Y 5 9.,
0@y Wy
Einsetzen von (x,y) = F(t) = (cost,sint) ergibt
0 0
Yp@) = —sint — +cost — ,
0% bt 9 |pay

und somit

d
dF, | —
t(dt

) =Ypu) fiir alle t € R.
t

d
Folglich ist pn F-verwandt mit Y.

Wir kénnen auch (8.5) verwenden, um dasselbe zu zeigen. Sei f € C>°(R?) beliebig. Mit der Kettenregel erhalten

wir
d d _ of d of d. .
a(fo F)t) = % f(cost, sint) = %(F(t)) : ﬁ(cost) + a—y(F(t)) : a(smt),
woraus p of of
%(fOF)(t) = —sint - %(F(t)) + cost - a—y(F(t))

folgt. Nach der Definition von Y gilt

(Y 1)o9) =~y g @)+ G )
Einsetzen von F'(t) = (cost, sint) liefert
_ e Y 0. 91
(Y)(F(t)) = —sint o (F(t)) + cost By (F(t)),
und somit
c(lit(f o F)(t) = (Yf)(F(t)) fiir alle t € R und alle f € C*°(R?).

d
Daher ist 7 F-verwandt mit Y.
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Es ist wichtig zu beachten, dass es fiir eine gegebene glatte Abbildung F' : M — N und ein Vektorfeld X € X(M)
moglicherweise kein Vektorfeld auf N gibt, das F'-verwandt mit X ist. Es gibt jedoch einen Spezialfall, in dem stets
ein solches Vektorfeld existiert, wie das nichste Lemma zeigt.

Lemma 8.12. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und F : M — N ein Diffeomorphismus. Fiir jedes
X € X(M) existiert genau ein glattes Vektorfeld auf N, das F-verwandt mit X ist.

Proof. Dass Y € X(N) F-verwandt mit X ist, bedeutet, dass dF,(X,) = Yp(, flr jedes p € M gilt. Ist F' ein
Diffeomorphismus, so definieren wir Y durch

Yy =dFp-1() (Xp-1g)) -

Es ist klar, dass das so definierte Y das eindeutige Vektorfeld ist, das F'-verwandt mit X ist. Beachte,dassY : N — TN
die Komposition folgender glatter Abbildungen ist:

A VR VAN U NS
Daraus folgt, dass Y glatt ist. O

Damit konnen wir folgende Definition treffen.

Definition 8.13 (Pushforwards und Pullbacks). Sei F' : M — N ein Diffeomorphismus zwischen den glatten
Mannigfaltigkeiten M und N. Wir bezeichnen das eindeutige Vektorfeld, das F-verwandt mit X ist, mit F, X
und nennen es den Pushforward von X unter F'. Es wird explizit beschrieben durch

(F*X)q = dFF—l(q) (XF—I(q)) o (8.6)
Der Pullback eines Vektorfeldes Y € X (V) wird mit F*Y bezeichnet und ist definiert als

F*Y =dF'oY o F € X(M). (8.7)

J

Solange die Umkehrabbildung F~! explizit berechnet werden kann, lisst sich der Pushforward eines Vektorfeldes
direkt aus der Formel in (8.6) berechnen.

Berechnen wir den Pushforward eines Vektorfeldes explizit.

Seien M und N die folgenden offenen Untermannigfaltigkeiten von R?:

M ={(z,y) :y>0und z + y > 0},

N ={(u,v) :u>0und v > 0},

und sei ' : M — N definiert durch F(z,y) = (z + y,2/y + 1). Dann ist F ein Diffeomorphismus, da seine
Umkehrabbildung leicht zu berechnen ist: man 18se (u,v) = (z +y, 2/y + 1) nach = und y auf und erhalte die Formel
(r,y) = F~*(u,v) = (u— u/v,u/v). Berechnen wir den Pushforward F, X, wobei X das folgende glatte Vektorfeld

auf M ist:
0

2
Xew) =Y 57

(z,y)
Das Differential von F in einem Punkt (z, y) € M wird durch seine Jacobi-Matrix dargestellt,

: )
T )
T2

DF(x,y) = (

Q= =

und somit wird dFp-1(,,,) durch die Matrix

dargestellt. Fiir jedes (u,v) € N gilt
w0

XFfl(u,'u) - ’072 %

F~1(u,v)
Anwendung von (8.6) mit p = (u,v) liefert daher die Formel fiir F. X:
u? 9

X uw,w) — "5 o
( ) v2 Ou

9
ov

u
v

(u,v) (u,v)
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8.5 Vektorfelder und Untermannigfaltigkeiten

Ist S C M eine eingebettete Untermannigfaltigkeit, so lasst sich ein Vektorfeld X auf M nicht notwendigerweise zu
einem Vektorfeld auf S einschrinken, da X, in einem Punkt p € S moglicherweise nicht im Unterraum 7,5 C T, M
liegt. Fiir einen Punkt p € S heil3t ein Vektorfeld X auf M tangential an S in p, falls X, € T,,S C T,,M. Es heilst
tangential an S, falls es in jedem Punkt von S tangential an S ist.

Sei S C M eine eingebettete Untermannigfaltigkeit und Y ein glattes Vektorfeld auf M. Existiert ein Vektorfeld
X € X(9), das t-verwandt mit Y ist, wobei ¢ : S — M die Inklusionsabbildung bezeichnet, so ist Y offensichtlich
tangential an S, da Y, = d¢,(X,,) fiir jedes p € S im Bild von d., liegt. Die nichste Proposition zeigt, dass auch die
Umkehrung gilt.

Vorschlag 8.14 (Einschriankung von Vektorfeldern auf Untermannigfaltigkeiten). Sei M eine glatte Mannig-
faltigkeit, sei S C M eine eingebettete Untermannigfaltigkeit und begeichne ¢ : S — M die Inklusionsabbildung.
Ist Y € X(M) tangential an S, so existiert ein eindeutiges glattes Vektorfeld auf S, mit Y|s bezeichnet, das
t-verwandt mit Y ist.

Proof. Dass Y tangential an S ist, bedeutet per Definition, dass Y, fiir jedes p im Bild von d., liegt. Somit gibt es
fiir jedes p einen Vektor X, € T,,S mit Y, = d¢,(X,,). Da du,, injektiv ist, ist X, eindeutig, und dies definiert X als
Vektorfeld auf S. Kénnen wir zeigen, dass X glatt ist, so ist es das eindeutige Vektorfeld, das (-verwandt mit Y ist. Es
geniigt zu zeigen, dass es in einer Umgebung jedes Punktes glatt ist.

Sei p ein beliebiger Punkt in S. Da S eine eingebettete Untermannigfaltigkeit ist, sei (U, (z*)) eine Slice-Karte

in M, zentriert in p, so dass S N U die Teilmenge ist, auf der 2**! = ... = 2™ = 0 gilt, und (z*,...,z") lokale
Koordinaten fiir S in U bilden. Ist Y = Y'! 821 +.+ Y™ ain in diesen Koordinaten, so folgt aus unserer Konstruktion,
dass X die Koordinatendarstellung Y! 621 + .+ Yk% besitzt, welche offensichtlich glatt auf U ist. O

8.6 Lie-Klammern

In diesem Abschnitt fiihren wir eine wichtige Methode ein, zwei glatte Vektorfelder zu einem weiteren Vektorfeld zu
kombinieren.

Seien X und Y glatte Vektorfelder auf einer glatten Mannigfaltigkeit M. Fiir eine glatte Funktion f : M — R
konnen wir X auf f anwenden und erhalten eine weitere glatte Funktion X f. Wir konnen nun Y auf diese Funktion
anwenden und erhalten eine weitere glatte Funktion Y X f = Y(X f). Die Operation f — Y X f erfiillt jedoch im
Allgemeinen nicht die Produktregel und kann daher kein Vektorfeld sein, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 8.15. Definiere die Vektorfelder X = % und Y = x% auf R? und sei f(z,y) = z, g(z,y) = y. Eine direkte
Rechnung zeigt, dass XY (fg) = 2z, wihrend fXY g+ gXY f = x ist, sodass XY keine Derivation von C*(R?) ist.

Wir konnen auch dieselben zwei Vektorfelder in umgekehrter Reihenfolge anwenden und erhalten eine (meist
andere) Funktion XY f. Wenden wir beide Operatoren auf f an und ziehen sie voneinander ab, so erhalten wir
einen Operator

[X,Y]:C®(M) = C>®(M),
genannt die Lie-Klammer von X und Y, definiert durch
[X,)Y]f=XYf-YX/.

Die entscheidende Tatsache ist, dass dieser Operator tatsichlich ein Vektorfeld ist.

[ Lemma 8.16. Die Lie-Klammer eines beliebigen Paares glatter Vektorfelder ist ein glattes Vektorfeld. ]

Proof. Es geniigt zu zeigen, dass [X, Y] eine Derivation von C'*° (M) ist. Fiir beliebige f, g € C*°(M) berechnen wir

(X, Y](fg) = X(Y(fg)) — Y (X(f9))
=X(fYg+gYf)-Y(fXg+gX[)
=XfYg+fXYg+XgYf+gXYf

—YfXg—fYXg-YgXf—-gYXf
= fXYg+gXYf—fYXg—gYXSf
= f[X,Y]g—l—g[X,Y]f.
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Der Wert des Vektorfeldes [X, Y] in einem Punkt p € M ist die Derivation in p, die durch die Formel
(X, Y]pf = Xp(Y ) = Yp(X ) (8.8)

gegeben ist. Diese Formel ist jedoch fiir Berechnungen nur von begrenztem Nutzen, da sie die Berechnung von
Termen erfordert, die zweite Ableitungen von f enthalten, die sich stets gegenseitig aufheben. Die nichste Proposition
liefert eine dulerst niitzliche Koordinatenformel fiir die Lie-Klammer, in der die Aufhebungen bereits beriicksichtigt
wurden.

' N

Vorschlag 8.17 (Koordinatenformel fiir die Lie-Klammer). Seien X, Y glatte Vektorfelder auf einer glatten

Mannigfaltigkeit M und seien X = X* a‘; undY =Y % die Koordinatendarstellungen von X und Y beziiglich

gewisser glatter lokaler Koordinaten (z*) fiir M. Dann besitzt [X, Y die folgende Koordinatendarstellung:

,0Y7 ,0XI\ 0
[X,Y] = (X Bt Y 5 ) gyt (8.9)
oder kiirzger,
4 0
— J_ J
X, Y] = (XY7 - YX7)5—. (8.10)

Proof. Da wir bereits wissen, dass [X, Y] ein glattes Vektorfeld ist, ist seine Wirkung auf eine Funktion lokal bestimmt:
(X, Y] )lv = [X,Y](f|lv). Somit geniigt es, in einer einzelnen glatten Karte zu rechnen, wo wir

[X,Y]f = X" 0 <Yf8f> -Y? 0 (Xi af)

ozt oI O ozt
_ iV OF | yiys OF 30X 08y O°F
31”_ oxd aaﬂaaﬂ oxJ Ozt OxJ 0zt
_ i@YjﬁiyjaXl of
ozt OxJ OxJ Ozt

erhalten, wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass gemischte partielle Ableitungen einer glatten Funktion
in beliebiger Reihenfolge gebildet werden konnen. Vertauschen der Rollen der Summationsindizes ¢ und j im zweiten
Term liefert (8.9). O

Eine triviale Anwendung von (8.9) besteht darin, die Lie-Klammern der Koordinatenvektorfelder (9/dz*) in
einer beliebigen glatten Karte zu berechnen: Da die Komponentenfunktionen der Koordinatenvektorfelder allesamt
konstant sind, folgt

Ozt Ozl
Beachte, dass dies auch aus der Definition der Lie-Klammer in (8.8) folgt und im Wesentlichen eine Umformulierung

der Tatsache ist, dass gemischte partielle Ableitungen glatter Funktionen kommutieren. Hier ist eine etwas weniger
triviale Rechnung.

Beispiel 8.18. Definiere die glatten Vektorfelder X,Y € X(R?) durch

[ 9 9 } =0 fiiralle: und j. (8.11)

0 0 0
X=z—+4+—+z(y+1)

Oxr Oy 0z
0 0
Dann liefert uns (8.10)
0 0 0 0 0
X.¥] = X(U) 3+ X (1)~ Y @) 5o~ V() 3o = Vel + D)
0 0 0 0 0
=0—+1——1— —0— — 1)—
Oax+ 0z ox an (v + )82
__9_.9
T o Yow

was tatséchlich ein Vektorfeld ist.
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Sehen wir uns nun einige grundlegende Eigenschaften der Lie-Klammer an.

Vorschlag 8.19 (Eigenschaften der Lie-Klammer). Die Lie-Klammer erfiillt die folgenden Identitdten fiir alle
XY, Z e X(M):

(a) BILINEARITAT: Fiir a,b € R,

[aX +bY,Z] = a[X, Z] + b]Y, Z],
[Z,aX 4+ bY] = a[Z, X] + b]Z,Y].
(b) ANTISYMMETRIE:
X,Y] = —[Y, X].
(c) JACOBI-IDENTITAT:

(d) Fiir f,g € C>°(M),
[FX,9Y] = fglX, Y]+ (fX9)Y — (¢Y ) X. (8.12)

\ J

Proof. Bilinearitit und Antisymmetrie kann man selbst nachpriifen. Der Beweis der Jacobi-Identitét ist lediglich eine
Rechnung:

(XY, ZNf + IV, [Z, X]If + [Z,[X, Y]] f
= XY, Z]f - Y, Z|X [+ Y[Z, X]|f
—Z,X|Yf+ ZIX,Y]f — [X,Y]|Zf
= XYZf-XZYf-YIZX[f+ZYXf+YZXf-YXZf
—IXYf+XIYf+ZXYf—ZYXf—XYZf+YXZS.

In diesem letzten Ausdruck heben sich alle Terme paarweise auf. Teil (d) ist erneut eine direkte Rechnung aus der
Definition der Lie-Klammer. Sei h € C°°(M). Wir haben

[fX,9Y]h = (fX)(gY)h = (gY)(f X)h
= (fX)(gYh) = (gY)(f Xh)
= f9(XYh) + f(Xg)(Yh) = fg(Y Xh) — g(Y [)(Xh)

= fg[X,Y]h+ (fXg)Yh— (gY f)Xh.
O

Die Bedeutung von Teil (d) dieser Proposition ist an dieser Stelle moglicherweise noch nicht offensichtlich, wird
jedoch in den zukiinftigen Vorlesungen klarer werden, wenn wir {iber die Lie-Ableitung eines Vektorfeldes in Richtung
eines anderen Vektorfeldes sprechen, wo gezeigt wird, dass sie gleich der Lie-Klammer ist, und somit die Lie-Ableitung
mittels Teil (d) tatsdchlich eine Derivation darstellt.

Das néchste Resultat setzt die Lie-Klammer F-verwandter Vektorfelder in Beziehung.

Vorschlag 8.20 (Natiirlichkeit der Lie-Klammer). Sei F' : M — N eine glatte Abbildung zwischen Mannig-
faltigkeiten und seien X, Xo € X(M) und Y1,Y> € X(N) Vektorfelder, sodass X; F-verwandt mit'Y; fiir i = 1,2
ist. Dann ist [ X7, Xo] F-verwandt mit [Y1, Ya).

Proof. Mittels (8.5) und der Tatsache, dass X; und Y; F-verwandt sind, gilt
X1X5(f o F) = X1 ((Yaf) o F) = (V1Yaf) o F

Analog gilt
XoXi(foF)=(Ya2Y1f)oF
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Daher gilt
(X1, Xo](fo F) = X1 Xo(f o F) — X2 X1 (f o F)
=WNYsf)o F — (YaYif)oF
= ([Yl,YQ]f) oF.

O

In Spezialfillen angewendet, hat dieses Resultat folgende wichtige Korollare. Wir betrachten zunéchst den Fall,
in dem die Abbildung ein Diffeomorphismus ist.

~

-

Folge 8.21. Wir haben Folgendes.

1. (Pushforwards von Lie-Klammern) Sei F' : M — N ein Diffeomorphismus und X, X5 € X(M). Dann gilt
F.[X1, X5 = [F.X1, F. X))

2. (Klammern von Vektorfeldern, die tangential an Untermannigfaltigkeiten sind) Sei M eine glatte Mannig-
faltigkeit und sei S eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von M. Sind Y; und Y, glatte Vektorfelder auf
M, die tangential an S sind, so ist auch [Y1,Y3] tangential an S.

\ 7

Proof. 1. Dies ist lediglich der Spezialfall von Proposition 8.20, in dem F ein Diffeomorphismus ist und Y; = F, X;
gilt.
2. Wir wissen, dass glatte Vektorfelder X; und X, auf S existieren, sodass X; (-verwandt mit Y; fiir i = 1, 2 ist,

wobei ¢ : S — M die Inklusion bezeichnet. Nach Proposition 8.20 ist [ X7, X»] -verwandt mit [Y7, Ya], welches

daher tangential an S ist.
O
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9. Integralkurven und Fliisse von Vektorfeldern

9.1 Integralkurven

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Ist v: J — M eine glatte Kurve, so ist fiir jedes ¢ € J der Geschwindigkeitsvektor
7/(t) ein Vektor in T’,;) M. Was ist mit dem umgekehrten Prozess? Das heif3t: Gegeben V' € X(M), konnen wir eine
Kurve v finden, deren Tangentialvektor jeweils dem entsprechenden Wert des Vektorfeldes entspricht?

Definition 9.1. Sei V ein Vektorfeld auf M. Eine Integralkurve von V ist eine differenzierbare Kurve
v: J — M, deren Geschwindigkeit in jedem Punkt gleich dem Wert von V in diesem Punkt ist:

’y/(t) = Vw(t) fir alle t € J. (9.1)

Falls 0 € J, heil3t der Punkt v(0) der Startpunkt von ~.

Bevor wir weiter in die Theorie einsteigen, betrachten wir einige einfache Beispiele.

Beispiel 9.2. Seien (z,y) die Standardkoordinaten auf R?, und sei V = a% € X(R?). Dann ist
~(t) = (a +t,b), a,bKonstanten

eine Integralkurve von V. Zu beachten ist, dass es zu jedem (p,q) € R? genau eine Integralkurve von V mit
Startpunkt (p, ¢) gibt und dass die Bilder zweier Integralkurven entweder identisch oder disjunkt sind. Es ist leicht
zu iiberpriifen, dass die Integralkurven von V' genau die Geraden parallel zur z-Achse sind.

Beispiel 9.3. Sei W = « % -y % € X(R?). Ist v: R — R? eine glatte Kurve, die in Standardkoordinaten als
v(t) = (z(t),y(t)) geschrieben wird, so {ibersetzt sich die Bedingung +'(t) = W) dafiir, dass y eine Integralkurve
ist, in
0
!/
t -
v (t) 5

0

B)
!

ti
)+y()8y

ay

0

—olt) 5| —ul) o

y(t (1) v(t) v(t)
Durch Vergleich der Komponenten dieser Vektoren sehen wir, dass dies dquivalent zu dem System gewohnlicher
Differentialgleichungen

ist. Diese Gleichungen haben die Losungen
x(t) = acost — bsint, y(t) = asint + bceost,

fiir beliebige Konstanten a und b. Somit ist jede Kurve der Form ~(¢) = (acost — bsint,asint + bcost) eine
Integralkurve von W mit Startpunkt (a,b). Fiir (a,b) = (0,0) ist dies die konstante Kurve ~(¢) = (0,0); andernfalls
handelt es sich um einen gegen den Uhrzeigersinn durchlaufenen Kreis. Daher sehen wir erneut, dass es zu
jedem (a,b) € R? genau eine Integralkurve mit Startpunkt (a,b) € R? gibt und dass die Bilder der verschiedenen
Integralkurven entweder identisch oder disjunkt sind.

Aus diesem Beispiel sehen wir, dass das Finden einer Integralkurve von V fiir gegebenes V € X(M) darauf
hinauslauft, in einer glatten Karte ein System gewohnlicher Differentialgleichungen zu 16sen. Genauer: Sei V ein
glattes Vektorfeld auf M und ~v: J — M eine glatte Kurve. Auf einem glatten Koordinatengebiet U C M konnen wir
7 in lokalen Koordinaten als v(t) = (y!(¢),...,7"(t)) schreiben. Dann kann (9.1) dafiir, dass v eine Integralkurve
von V ist, geschrieben werden als

) . P
V') 5 =V'(v®) 55|
9" | ) 92" |, p)

was sich auf das folgende autonome System gewoOhnlicher Differentialgleichungen reduziert:

1) =V, 0),
(9.2)
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Das bedeutet, dass wir zur Sicherstellung der Existenz von Integralkurven eine gewohnliche Differentialgleichung
16sen miissen. Daher erinnern wir zunachst an das folgende fundamentale Resultat {iber gewohnliche Differentialgle-

ichungen.

,

Satz 9.4 (Fundamentalsatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen). Sei U C R™ offen und sei V : U — R"
eine glatte vektorwertige Funktion. Betrachte das System gewdhnlicher Differentialgleichungen

VO =V, 0) =1, m,

mit ¢ = (c,...,c") € U. Dann gilt:

1. (Existenz) Fiir alle ty € R und xq € U existieren ein offenes Intervall Jy > ty und eine offene Teilmenge
Uy C U mit o € Uy, sodass fiir alle ¢ € Uy eine C*-Kurve ~ : Jy — U existiert, die die Differentialgleichung
[ost.

2. (Eindeutigkeit) Je zwei Losungen ~; und -, der obigen Differentialgleichung stimmen auf ihrem gemein-
samen Definitionsbereich iiberein.

3. Die Abbildung 0 : Jy x Uy — U, gegeben durch 0(t,xz) = ~(t), wobei ~ die eindeutige obige Lésung mit
v(to) = x ist, ist glatt.

Aus diesem Satz erhalten wir das folgende einfache Resultat.

Vorschlag 9.5. Sei V ein glattes Vektorfeld auf einer glatten Mannigfaltigkeit M. Fiir jeden Punkt p € M
existieren ein ¢ > 0 und eine glatte Kurve y: (—e,e) — M, die eine Integralkurve von V mit Startpunkt p ist. O

Wir bemerken einige elementare Eigenschaften von Integralkurven.

e Ista € Rundistv: J — M eine Integralkurve von V € X(M), so ist die Kurve 7: J — M, definiert durch
~(t) = v(at), eine Integralkurve des Vektorfeldes aV, wobei J = {t : at € J}.

Beweis. Wir konnen die Wirkung von 7/(¢) auf eine glatte reellwertige Funktion f untersuchen, die in einer
Umgebung eines Punktes 7(¢) definiert ist. Mit der Kettenregel und der Tatsache, dass « eine Integralkurve
von V ist, gilt

~ d ~ d
Vo) f = 2| (oW =  (for)(at)
t=to t=tg
= a(f o) (ato) = ay/(ato) f = aV50y)f- O

e Seien V, M, J und ~ wie zuvor. Fiir jedes b € R ist die Kurve 5: J — M, definiert durch () = v(t +b),
ebenfalls eine Integralkurve von V, wobei J = {t : t + b € J}.

e Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und sei F': M — N eine glatte Abbildung. Dann sind X € X(M)
und Y € X(V) genau dann F-verwandt, wenn F Integralkurven von X auf Integralkurven von Y abbildet,
d. h. wenn fiir jede Integralkurve - von X die Kurve F' o y eine Integralkurve von Y ist.

Beweis. Angenommen zunéchst, X und Y seien F-verwandt, und sei v: J — M eine Integralkurve von X.
Definieren wir o: J — N durch o = F o v, so gilt

o'(t) = (F o) (t) = dFy ) (' (1) = dFy) (Xs) = Ye(ye)) = Yo()s

also ist o eine Integralkurve von Y.

Umgekehrt nehme an, dass F' Integralkurven von X auf Integralkurven von Y abbildet. Sei p € M gegeben,
und sei v: (—¢,e) — M eine Integralkurve von X mit Startpunkt p. Da F o v eine Integralkurve von Y mit
Startpunkt F'(p) ist, gilt

Vi) = (F07)'(0) = dFp(v'(0)) = dF,(Xp),

was zeigt, dass X und Y F-verwandt sind. O

54



S. DWIVEDI

9.2 Fliisse von Vektorfeldern

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und V' € X(M). Angenommen, fiir jeden Punkt p € M besitzt V eine eindeutige
Integralkurve mit Startpunkt p, die fiir alle ¢ € R definiert ist; wir bezeichnen sie mit #®): R — M. (Wir wissen nicht,
ob dies immer moglich ist oder nicht.) Fiir jedes ¢t € R kdnnen wir eine Abbildung 6, : M — M definieren, indem wir
jedem p € M den Punkt zuordnen, der entsteht, wenn man der Integralkurve mit Startpunkt p fiir die Zeit ¢ folgt:

0i(p) = 0P (t).

Jede Abbildung 6; ,verschiebt“ die Mannigfaltigkeit entlang der Integralkurven um die Zeit ¢. Dann ist ¢ — 0() (¢ + s)
eine Integralkurve von V' mit Startpunkt ¢ = 6(P)(s), und da wir die Eindeutigkeit von Integralkurven voraussetzen,
gilt 0@ () = ) (¢ 4 s). Ubersetzen wir dies in eine Aussage iiber die Abbildungen 6, so erhalten wir

0 0 05(p) = Orys(p)-
Zusammen mit der Gleichung 6y (p) = #®)(0) = p, die per Definition gilt, impliziert dies, dass die Abbildung

f: R x M — M eine Wirkung der additiven Gruppe R auf M ist.

Definition 9.6. Ein globaler Fluss auf M, manchmal auch Einparameter-Gruppenwirkung genannt, ist
eine stetige linke R-Wirkung auf M; das heif3t, eine stetige Abbildung 6: R x M — M, die fiir alle s,t € R
und p € M die folgenden Eigenschaften erfiillt:

0(t,0(s,p)) = 0(t+s,p),  0(0,p) =p. (9.3)

Zu einem globalen Fluss 6§ auf M gehoren die folgenden zwei Familien von Abbildungen:

o Fiir jedes ¢ € R definiere eine stetige Abbildung 6,: M — M durch

0:(p) = 0(t, p).

Diese erfiillen
Qtoes :9t+s, 90 :IdM (9.4)

Wie bei jeder stetigen Gruppenwirkung ist jede Abbildung 6;: M — M ein Homéomorphismus; ist der Fluss
glatt, so ist 6, ein Diffeomorphismus.

e Fiir jedes p € M definiere eine Kurve #(*): R — M durch
0 (t) = 01t p).
Das Bild dieser Kurve ist die Bahn von p unter der Gruppenwirkung.

Die nachste Proposition zeigt, dass jeder glatte globale Fluss von den Integralkurven eines gewissen glatten
Vektorfeldes genau in der oben beschriebenen Weise stammt. Bevor wir das Resultat formulieren, geben wir die
folgende Definition.

~

Definition 9.7. Ist #: R x M — M ein glatter globaler Fluss, so definieren wir fiir jedes p € M einen
Tangentialvektor V), € T,,M durch

V, = 0P (0). (9.5)

Die Zuordnung p — V,, ist ein Vektorfeld auf M/, das infinitesimaler Erzeuger von 6 genannt wird.

Lemma 9.8. Sei 6: R x M — M ein glatter globaler Fluss auf einer glatten Mannigfaltigkeit M. Der in-
finitesimale Erzeuger V von 6 ist ein glattes Vektorfeld auf M, und jede Kurve §(?) ist eine Integralkurve von
V.
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Proof. Um zu zeigen, dass V glatt ist, zeigen wir, dass V' f fiir jedes f € C>°(U), U C M, glatt ist. Fiir ein solches f
und jedes p € U beachte man einfach:

VI0) =Vl =070 = G| 500 0)= 5| st

Da f(6(t,p)) durch Komposition eine glatte Funktion von (¢, p) ist, ist auch ihre partielle Ableitung nach ¢ glatt. Also
hangt V f(p) glatt von p ab, und somit ist V' glatt.
Als Néchstes miissen wir zeigen, dass 6(*) eine Integralkurve von V ist, also dass 6" (t) = Vy) ;) fiir alle p € M

und alle ¢ € R gilt. Sei ¢, € R beliebig und setze ¢ = %) (ty) = 6;,(p). Zu zeigen ist also 6P (ty) = V,. Nach dem
Gruppengesetz gilt fiir alle ¢:

0D (t) = 0:(q) = 0:(01 () = Oer0 (p) = 0P (t + t0).
Daher gilt fiir jede glatte reellwertige Funktion f, die in einer Umgebung von ¢ definiert ist,

Vil =09 0)f = &

= e(p)/(t0>fa

OO @) = o

t=0 t=0

PP (¢ +t0))

wie zu zeigen war. O

Beispiel 9.9 ((Globale Fliisse).). Die beiden in den Beispielen 9.2 und 9.3 beschriebenen Vektorfelder auf R? hatten
beide Integralkurven, die fiir alle ¢ € R definiert sind; daher erzeugen sie globale Fliisse. Mithilfe der Ergebnisse
dieser Beispiele kénnen wir die Fliisse explizit angeben.

(a) Der Fluss von V = 9/0z in R? ist die Abbildung 7: R x R? — R2, gegeben durch

Tt(xay) = (I + t7y)'

Fiir jedes von null verschiedene ¢ € R verschiebt 7; die Ebene nach rechts (¢ > 0) bzw. nach links (¢t < 0) um
die Strecke |[¢|.

(b) Der Fluss von W = x9/0y — y 0/0x ist die Abbildung §: R x R? — R?, gegeben durch
Oi(x,y) = (xcost — ysint, xsint + ycost).
Fiir jedes t € R rotiert 0; die Ebene um den Winkel ¢ um den Ursprung.

Also gilt:

Infinitesimale Erzeuger globaler Fliisse sind glatte Vektorfelder. ]

Es stellt sich eine natiirliche Frage: Gilt die Umkehrung der obigen Aussage, d. h. muss ein gegebenes glattes
V € X(M) der infinitesimale Erzeuger eines globalen Flusses sein? Betrachten wir einige Beispiele glatter Vektorfelder,
deren Integralkurven nicht fiir alle ¢ € R definiert sind.

Beispiel 9.10. Sei M = R?\ {0} mit Standardkoordinaten (z,y), und sei V das Vektorfeld -2 auf M. Die eindeutige
Integralkurve von V' mit Startpunkt (—1,0) € M ist y(¢t) = (¢t — 1,0). In diesem Fall kann ~ jedoch nicht stetig iiber
t = 1 hinaus fortgesetzt werden.

Beispiel 9.11. Sei M ganz R?, und sei W = xQ%. Die eindeutige Integralkurve von W mit Startpunkt (1, 0) ist

2 (t) = <1ito>

Auch diese Kurve kann nicht iiber ¢ = 1 hinaus fortgesetzt werden, da ihre z-Koordinate fiir ¢ ,* 1 unbeschrénkt
wird.
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Somit erzeugt nicht jedes glatte Vektorfeld V' durch infinitesimale Erzeugung einen globalen Fluss.

Definition 9.12. Ist M eine Mannigfaltigkeit, so ist ein Flussgebiet fiir M eine offene Teilmenge D C R x M
mit der Eigenschaft, dass fiir jedes p € M die Menge

DP) = {teR: (t,p) € D}

ein offenes Intervall ist, das 0 enthalt.

Ein Fluss auf M ist eine stetige Abbildung #: D — M, wobei D C R x M ein Flussgebiet ist, die die folgenden
Gruppengesetze erfiillt: Fiir alle p € M gilt
6(0,p) = p, (9.6)

und fiir alle s € D®) und t € D) mit s +t € D®) gilt
0(t,0(s,p)) = 0(t + s,p). (9.7)

Der Fluss 6 wird manchmal auch lokaler Fluss oder lokale Einparameter-Gruppenwirkung genannt.

Ist 0 glatt, so wird der infinitesimale Erzeuger von 6 durch V,, = 6(»)(0) definiert.

Analog zu Lemma 9.8 gilt das folgende Resultat.

Lemma 9.13. Ist 0: D — M ein glatter Fluss, so ist der infinitesimale Erzeuger V von 0 ein glattes Vektorfeld,
und jede Kurve 6'P) ist eine Integralkurve von V.

Wir treffen die folgende Definition.

Definition 9.14. Eine maximale Integralkurve ist eine Integralkurve, die nicht zu einer Integralkurve auf
einem grolleren offenen Intervall fortgesetzt werden kann, und ein maximaler Fluss ist ein Fluss, der keine
Fortsetzung zu einem Fluss auf einem grofderen Flussgebiet zulasst.
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Der néchste Satz ist das Hauptergebnis iiber Fliisse von Vektorfeldern.

Satz 9.15 (Fundamentalsatz iiber Fliisse). Sei V ein glattes Vektorfeld auf einer glatten Mannigfaltigkeit M.
Es gibt einen eindeutigen glatten maximalen Fluss 6: D — M, dessen infinitesimaler Erzeuger V ist. Dieser Fluss
besitzt die folgenden Eigenschaften:

(a) Fiir jedes p € M ist die Kurve 6P) : D) — M die eindeutige maximale Integralkurve von V mit Startpunkt
p-

(b) Ist s € D), so ist D(P) das Intervall DP) — s = {t —s:t € DP)}.

(c) Fiir jedes t € R ist die Menge
My ={pe M| (t,p) € D}

offenin M, und 0;: M; — M_, ist ein Diffeomorphismus mit Inverser 0_,.

(d) Fiir jedes (t,p) € D gilt (0;).V (p) = V(6:(p)).

\. J

Proof. Der Beweis ist etwas lang, daher gehen wir schrittweise vor. Zunéchst beweisen wir die Eindeutigkeit in Teil
(a). Aus Proposition 9.5 wissen wir, dass zu jedem Punkt p € M eine Integralkurve existiert. Seien ~,7: J — M
zwei Integralkurven von V, die auf demselben offenen Intervall J definiert sind, und gelte ~(¢y) = 7(¢o) fiir ein
to € J. Sei S die Menge aller ¢ € J mit y(¢) = (t). Offenbar ist S # ), da ¢y, € S nach Voraussetzung. Aulserdem
ist S abgeschlossen in J: Ist (¢,) eine Folge in S, die gegen t konvergiert, so folgt aus der Stetigkeit von v und
¥, dass v(tn) — v(t) = ¥(tn) = (t), also t € S. Wir zeigen nun, dass S auch offen ist, und verwenden dann
die Zusammenhangseigenschaft von J, um J = S zu erhalten. Sei ¢; € S. Dann sind v und 7 in einer glatten
Koordinatenumgebung des Punktes p = ~(¢1) beide Losungen derselben gewohnlichen Differentialgleichung mit
derselben Anfangsbedingung ~y(¢1) = ¥(¢1) = p. Nach dem Eindeutigkeitsteil von Satz 9.4 gilt v = 7 auf einem
Intervall, das ¢; enthélt. Also ist S offen in J. Da J zusammenhéngend ist, folgt S = J, also v = ¥ auf ganz J.
Somit stimmen zwei Integralkurven, die in einem Punkt iibereinstimmen, auf ihrem gemeinsamen Definitionsbereich
iiberein.

Wir beweisen nun die Maximalitit der Integralkurve. Sei p € M, und sei D?) die Vereinigung aller offenen
Intervalle J C R, die 0 enthalten und auf denen eine Integralkurve mit Startpunkt p definiert ist. Definiere
o) ;. D) — M durch 6P)(t) = ~(t), wobei v eine beliebige Integralkurve mit Startpunkt p ist, die auf einem
offenen Intervall definiert ist, das 0 und ¢ enthélt. Fiir einen gegebenen Punkt ¢ stimmen alle solchen Integralkurven
an t iiberein, wie oben erldutert. Daher ist #*) wohldefiniert, d.h. ihr Wert ist unabhingig von der gewihlten
Integralkurve, und sie ist offensichtlich die eindeutige maximale Integralkurve mit Startpunkt p.

Setze nun
D={(t,p) eRx M :teDP}

und definiere §: D — M durch (¢, p) = 6(P)(t). Per Definition erfiillt # Eigenschaft (a) der Satzaussage: Fiir jedes
p € M ist (P) die eindeutige maximale Integralkurve von V mit Startpunkt p. Um zu {iberpriifen, dass 6 tatséchlich ein
Fluss ist, miissen wir die Gruppengesetze nachweisen. Fixiere p € M und s € D), und schreibe ¢ = (s, p) = ) (s).
Die Kurve v: D®) — s — M, definiert durch v(t) = 0%)(¢ + s), startet in ¢, und die Translationseigenschaft von
Integralkurven zeigt, dass « eine Integralkurve von V ist. Nach der Eindeutigkeit von Losungen gewohnlicher
Differentialgleichungen stimmt ~ auf ihrem gemeinsamen Definitionsbereich mit (%) {iberein. Dies ist dquivalent
zum zweiten Gruppengesetz (9.7); das erste Gruppengesetz (9.6) folgt direkt aus der Definition. Also ist 6 tatséchlich
ein Fluss.

Aus der Maximalitit von (@) folgt, dass der Definitionsbereich von ~ nicht gréfer als D@ sein kann, also
D@ — s C D@, Da0 € DW, folgt daraus —s € D@, und das Gruppengesetz liefert §(9)(—s) = p. Wenden
wir dasselbe Argument mit (—s, ¢) anstelle von (s, p) an, so erhalten wir D9 + s C D), was dquivalent ist zu
D@ C DW) — 5. Damit ist Teil (b) bewiesen.

Wir setzen den Beweis von Teil (a) fort, indem wir die Existenz einer solchen Integralkurve zeigen. Zuerst zeigen
wir, dass D offen in R x M ist (also ein Flussgebiet ist) und dass §: D — M glatt ist. Definiere eine Teilmenge
W C D als die Menge aller (¢, p) € D, fiir die 6 auf einer Produktumgebung von (¢, p) der Form J x U C D definiert
und glatt ist, wobei J C R ein offenes Intervall ist und U C M eine Umgebung von p ist. Dann ist W offen in R x M,
und die Einschrankung von 0 auf W ist glatt. Es gentigt also zu zeigen, dass W = D. Angenommen, dies sei nicht
der Fall. Dann existiert ein Punkt (7,po) € D . W. Ohne Einschrankung sei = > 0.

Sei
tg = mf{t S R+ : (t,po) ¢ W}
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Nach dem Satz {iber gewohnliche Differentialgleichungen ist § in einer Produktumgebung von (0, py) definiert und
glatt, also gilt ¢y > 0. Da ty < 7 und D®0) ein offenes Intervall ist, das 0 und 7 enthilt, folgt t; € D®°). Sei
qo = 0P (ty). Wiederum nach dem Satz iiber gewéhnliche Differentialgleichungen existieren ein ¢ > 0 und eine
Umgebung U, von ¢, sodass (—¢, ) x Uy C W. Wir verwenden nun das Gruppengesetz, um zu zeigen, dass 6 glatt
auf eine Umgebung von (to, py) fortgesetzt werden kann, was unserer Wahl von ¢, widerspricht.

Wihle ein t; < to mit t; + & > to und ) (¢t;) € Uy. Dat; < to, gilt (t1,p0) € W, und daher gibt es eine
Produktumgebung (¢ — d,¢ + 6) x Uy € W. Nach Definition von W bedeutet dies, dass 6 auf [0,¢; + §) x Uy
definiert und glatt ist. Da (t1,po) € Uy, konnen wir U; so klein wéhlen, dass 6 die Menge {¢, } x U; nach U, abbildet.
Definiere §: [0, + ¢) x U; — M durch

5(15 p) _ et(p)v p e Ul, 0<t <ty,
7 et_tloetl(p)7 pelUy, t1 —e<t<ty+e.

Das Gruppengesetz fiir  garantiert, dass diese Definitionen auf dem Uberlappungsbereich iibereinstimmen, und
unsere Wahl von U7, t; und ¢ stellt sicher, dass dies eine glatte Abbildung definiert. Durch die Translationseigenschaft

ist fiir jedes p die Abbildung ¢ — 6(t, p) eine Integralkurve von V, also ist 6 eine glatte Fortsetzung von 6 auf eine
Umgebung von (tg, po). Dies widerspricht der Wahl von ¢y. Damit ist W = D gezeigt und der Beweis von Teil (a)
abgeschlossen.

Wir beweisen nun (c). Dass M, offen ist, folgt unmittelbar daraus, dass D offen ist. Aus Teil (b) erhalten wir

peE Mt =tc D(p) = D(et(p)) — D(p) —t
= —t € D(et(p)) = Qt(p) S M,t,

was zeigt, dass ; die Menge M; nach M_; abbildet. Aullerdem zeigen die Gruppengesetze, dass 0_; o 6, auf M, die
Identitit ist. Vertauscht man die Rollen von ¢ und —t¢, so erhilt man, dass 6; o 6_; auf M_; die Identitit ist. Damit ist
0, ein Diffeomorphismus.

SchlieBlich beweisen wir Teil (d). Sei §(to, p) = ¢. Wir mochten zeigen, dass (6, )«(V (p)) = V (6, (p)) = V(q).
Sei f € C*°(M). Dann gilt

d

(01« (V(R)))f = Vi(f 0 0t) = -

4

dt

f e} Hto o} 9p(t)
t=0

f(Ot,+¢(p)) (mit dem Gruppengesetz)
t=0

d

_ q

3|, T

= <jt aq(t)> f=vrf (da 07 eine Integralkurve von V ist),
t=0

womit der Beweis des Satzes abgeschlossen ist. O

Definition 9.16. Der Fluss 6 in Satz 9.15 heil3t der von V' erzeugte Fluss oder einfach der Fluss von V. ]

Heuristisch stammt der Begriff ,infinitesimaler Erzeuger” daher, dass in einer glatten Karte eine gute Approxima-
tion an eine Integralkurve erhalten werden kann, indem man viele kleine Geradenstiicke zusammensetzt, wobei
Richtung und Lénge jeder Bewegung durch den Wert des Vektorfeldes an dem Punkt bestimmt werden, den man im
vorherigen Schritt erreicht hat. Intuitiv kann man sich einen Fluss als eine Folge von unendlich vielen infinitesimal
kleinen linearen Schritten vorstellen; daher ,erzeugt“ V' den Fluss 6.

Vorschlag 9.17 (Natiirlichkeit von Fliissen). Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten, sei F': M — N eine

glatte Abbildung, und seien X € X(M) und Y € X(N). Sei 0 der Fluss von X und 7 der Fluss von Y. Sind X

und Y F-verwandt, so gilt fiir jedes t € R, dass F(M;) C N, und n, o F = F 0 0, auf M,:

M, N
0 | I
M, 5 N,
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Proof. Aus der Eigenschaft von Integralkurven wissen wir, dass fiir jedes p € M die Kurve F o #(?) eine Integralkurve
von Y mit Startpunkt F o §()(0) = F(p) ist. Daher muss nach Eindeutigkeit von Integralkurven die maximale
Integralkurve n¥ () mindestens auf dem Intervall D(?) definiert sein, und es gilt F o §(?) = n(F®)) quf diesem
Intervall. Das bedeutet:

peM,=teDP =teDF®) = F(p)e N,

was dquivalent zu F'(M;) C Ny ist, und
F(OP (1)) = nF®) (1) fiir alle t € DP),
was dquivalent zu 7, o F(p) = F o 0,(p) flr alle p € M, ist. O

Als Korollar erhalten wir: Ist F' : M — N ein Diffeomorphismus und ist ¢ der Fluss eines Vektorfeldes X € X(M),
so ist der Fluss von F, X gegeben durch
’}’]t:FOGtOF_l,

mit Definitionsbereich N; = F(M,) fiir jedes ¢ € R.

9.3 Vollstindige Vektorfelder

Definition 9.18 (Vollstdndige Vektorfelder). Ein glattes Vektorfeld hei3t vollstdndig, wenn es einen globalen
Fluss erzeugt, oder dquivalent, wenn jede seiner maximalen Integralkurven fiir alle ¢ € R definiert ist.

Es ist nicht immer leicht, einem Vektorfeld direkt anzusehen, ob es vollstidndig ist oder nicht. Wenn man die
Differentialgleichung explizit 16sen kann, um alle Integralkurven zu bestimmen, und diese fiir alle Zeiten existieren,
dann ist das Vektorfeld vollstdndig. Andererseits ist es nicht vollstindig, wenn man eine einzige Integralkurve finden
kann, die nicht auf ganz R fortgesetzt werden kann, wie wir es in den obigen Beispielen getan haben. Haufig ist es
jedoch unmoglich, die Differentialgleichung explizit zu 16sen; daher ist es niitzlich, allgemeine Kriterien zu haben,
um zu bestimmen, wann ein Vektorfeld vollsténdig ist.

Wir werden unten zeigen, dass alle glatt kompakt getragenen Vektorfelder und daher alle glatten Vektorfelder auf
einer kompakten Mannigfaltigkeit vollstdndig sind. Der Beweis beruht auf dem folgenden Lemma.

Lemma 9.19. Sei V ein glattes Vektorfeld auf einer glatten Mannigfaltigkeit M, und sei 0 sein Fluss. Angenom-
men, es gibt eine positive Zahl ¢, sodass fiir jedes p € M der Definitionsbereich von §®) das Intervall (—¢,¢)
enthdlt. Dann ist V vollstdndig.

Bemerkung 9.20. Was besagt dieses Lemma eigentlich? Es besagt, dass, wenn eine Integralkurve eines Vektorfeldes
aufhort zu existieren, das Vektorfeld in endlicher Zeit ,explodieren“ muss. Mit anderen Worten: Wenn eine
Integralkurve eines Vektorfeldes fiir jeden Punkt der Mannigfaltigkeit auch nur fiir eine kurze einheitliche Zeit
existieren kann, dann muss sie fiir alle Zeiten existieren.

Proof. Wir beweisen dies durch Widerspruch. Die grundlegende Idee ist, die Translationseigenschaft von Integralkur-
ven zu verwenden. Angenommen, fiir ein p € M sei der Definitionsbereich D(*) von () nach oben beschrankt. (Ein
dhnlicher Beweis funktioniert, wenn er nach unten beschrinkt ist.) Sei b = sup DP), sei t, eine positive Zahl mit
b—¢e <ty <b, und sei g = 0P (ty). Die Voraussetzung impliziert, dass 0@ (¢) mindestens fiir t € (—¢, ) definiert ist.
Definiere eine Kurve v: (—¢,ty +¢) — M durch

_Je@), —e<t<b,
= 0@ (t —tg), tog—e<t<ty+e.
Diese beiden Definitionen stimmen dort iiberein, wo sie sich iiberlappen, denn
0D (t —to) = O1—1(q) = 11, © b1, (p) = Ou(p) = 0 (2)

nach dem Gruppengesetz fiir §. Durch die Translationseigenschaft ist v eine Integralkurve mit Startpunkt p. Da
to +¢& > b, bedeutet dies, dass v mit Startpunkt p iiber b hinaus existiert, was der Definition von b widerspricht. Somit
existiert « fiir alle ¢t € R, und daher ist V' ein vollstdndiges Vektorfeld. O

Satz 9.21. Jedes glatt kompakt getragene Vektorfeld auf einer glatten Mannigfaltigkeit ist vollstdndig. Insbeson-
dere ist auf einer kompakten glatten Mannigfaltigkeit jedes glatte Vektorfeld vollstindig.
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Proof. Sei V ein kompakt getragenes Vektorfeld auf einer glatten Mannigfaltigkeit M, und sei K = supp V. Fiir
jedes p € K gibt es eine Umgebung U, von p und eine positive Zahl ¢,, sodass der Fluss von V mindestens auf
(—ep, €p) X Up definiert ist. Wegen der Kompaktheit tiberdecken endlich viele solcher Mengen U, , ..., U,, die Menge
K. Mit

e =min{ep,,...,ep, }

folgt, dass jede maximale Integralkurve mit Startpunkt in K mindestens auf (—¢, ¢) definiert ist. Da V' = 0 aullerhalb
von K gilt, ist jede Integralkurve mit Startpunkt in M ~ K konstant und kann daher auf ganz R definiert werden.
Somit sind die Voraussetzungen von Lemma 9.19 erfiillt, und daher ist V' vollsténdig. O
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10. Lie-Ableitungen

Wir wissen, wie man reellwertige Funktionen in Richtung eines Vektorfeldes auf einer Mannigfaltigkeit differenziert.
In der Tat ist ein Tangentialvektor v € T,, M per Definition ein Operator, der auf eine glatte Funktion f wirkt und
eine Zahl v f liefert, die wir als Richtungsableitung von f in p interpretieren. Wie konnen wir Richtungsableitungen
eines Vektorfeldes in Richtung eines gegebenen Vektors sinnvoll definieren? Beginnen wir mit dem vertrauten Fall
der euklidischen Rdume. Wir konnen die Richtungsableitung eines glatten Vektorfeldes W in Richtung eines Vektors
v € T,R™ definieren. Sie ist der Vektor

d Wp+t1; - Wp

DUW(p) = Wp—i—tu = }E}n

= — 10.1
dt|,_, 0 t ( )

Eine einfache Rechnung zeigt, dass D, W (p) ausgewertet werden kann, indem man D, auf jede Komponente von W

einzeln anwendet:
0

ox' p'

Leider hdngt diese Definition stark davon ab, dass R™ ein Vektorraum ist, sodass die Tangentialvektoren W, und W,
beide als Elemente von R™ aufgefasst werden kdnnen. Wenn wir (10.1) auf einer Mannigfaltigkeit nachahmen wollen,
konnen wir versuchen, p + tv durch eine Kurve ~(¢) zu ersetzen, die in p beginnt und deren Anfangsgeschwindigkeit
v ist. Aber selbst mit dieser Ersetzung ergibt der Differenzenquotient immer noch keinen Sinn, da W, und
W.,(0) Elemente der beiden verschiedenen Vektorraume 7, ;) M bzw. T, gy M sind. Im euklidischen Raum war das
kein Problem, weil es eine kanonische Identifizierung jedes Tangentialraums mit R™ selbst gibt; aber auf einer
Mannigfaltigkeit gibt es keine solche Identifizierung. Daher gibt es keine koordinatenunabhéngige Moglichkeit, die
Richtungsableitung von W in Richtung eines Vektors v sinnvoll zu definieren.

D, W (p) = D,W*(p)

Wir beheben dieses Problem, indem wir den Vektor v € T, M durch ein Vektorfeld V' € X(M) ersetzen, sodass wir
den Fluss von V verwenden kénnen, um Werte von W nach p zuriickzuschieben und dann zu differenzieren.

Definition 10.1. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, V' ein glattes Vektorfeld auf M und 6 der Fluss von V.
Fiir jedes glatte Vektorfeld W auf M definieren wir ein Vektorfeld auf M, bezeichnet mit £y, W und genannt
die Lie-Ableitung von W begiiglich V, durch

d

(Ly W), = @, d(0-+)6, (p) (Wo, ()

— iy 2O=t)00) (Wou) = W

t—0 t ’

(10.2)

sofern die Ableitung existiert.

\ J

Fiir kleine ¢ # 0 ergibt zumindest der Differenzenquotient Sinn: 6, ist in einer Umgebung von p definiert, und 0_,
ist die Inverse von 6,, sodass sowohl d(6_¢)g, ) (W, () als auch W,, Elemente von T),M sind.

Lemma 10.2. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und V, W € X(M). Dann existiert (Ly W), fiir jedes p € M,
und Ly W ist ein glattes Vektorfeld.

Proof. Wir priifen, dass die Komponentenfunktionen des Vektorfeldes £y, W in jeder Koordinatenkarte glatt sind. Sei
6 der Fluss von V und fiir ein beliebiges p € M sei (U, (z*)) eine glatte Karte, die p enthilt. Wihle ein offenes Intervall
Jo, das 0 enthalt, und eine offene Teilmenge Uy C U, die p enthalt, sodass 6 Jy x Uy in U abbildet. Das kénnen wir
stets mit Hilfe der Stetigkeit des Flusses 0 tun. Fiir (¢,x) € Jy x Uy schreiben wir die Komponentenfunktionen von 6
als (0'(t,z),...,0"(t,x)). Dann ist fir jedes (¢,z) € Jo x Uy die Matrix von d(0_;)s, () : To, ()M — T, M gegeben
durch

09?
|:a.%'j (_t7 H(ta Jf)):| y )
und folglich
06° .
— _ (_ J
d(eft)gt(m) (Wgt(z)) = 90 ( t, 9(t, :I:)) 1% (9(75, 13)) B

Da 6 und W/ glatte Funktionen sind, hingt der Koeffizient von % | glatt von (¢, «) ab. Daraus folgt, dass (Ly W),
das man durch Ableiten dieses Ausdrucks nach ¢ und Einsetzen von ¢ = 0 erhalt, fiir jedes = € Uy existiert und glatt
von z abhingt. O
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Wahrend Gleichung 10.2 genau erklart, wie man die Ableitung eines Vektorfeldes in Richtung eines anderen
sinnvoll definiert, ist sie fiir explizite Berechnungen nicht sehr niitzlich, da der Fluss typischerweise schwierig
oder unmoglich explizit aufzuschreiben ist. Gliicklicherweise gibt es eine einfache Formel zur Berechnung der
Lie-Ableitung, ohne den Fluss explizit zu bestimmen.

[ Satz 10.3. Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit und X,Y € X(M), so gilt LxY = [X,Y]. ]

Proof. Sei 0 der Fluss von X und sei p € M. Wir bemerken zunéchst, dass (10.2) dquivalent zum Ausdruck

4

(7Y )pli=o,  wobei (0;Y), = (0, ") 6,5 You ()

ist.
Erinnern wir uns auch daran, dass fiir jedes f € C*°(M) gilt (X f), = 4 (0} f)plt—0, wobei 0} f = f o 6,, und
analog haben wir (6;Y f), = (6;Y),(6; f). Wir verwenden nun all dies und rechnen. Wir haben

X ), = tim Do = VD _ o BV)(05) ~ (V)

t—0 t t—0 t

Wir addieren und subtrahieren (6;Y"), f und erhalten

(X7 1)) =ty OO = OFV)o] + (i) = Vol

0;f)—f
t

0;Y), - Y,
+lim(t )z’ LF=Y, X[+ (LxY),.

t—0

ey
= }5%(915 Y)p
Somit erhalten wir, dass XY =Y X + LxY. O

Wir haben nun eine geometrische Interpretation der Lie-Klammer zweier Vektorfelder: Sie ist die Richtungsableitung
des zweiten Vektorfeldes entlang des Flusses des ersten. Daraus ergibt sich unmittelbar Folgendes.

e 2

Vorschlag 10.4. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und V, W, X € X(M).
1. LyW =—-LyV.
2. Lyv[W, X] = [LvW, X] + [W, Ly X].
3. LywmX = LvLwX — Lw Ly X.
4. Wenn g € C(M), dann gilt Ly (gW) = (Vg)W + gLy W.
5. Wenn F : M — N ein Diffeomorphismus ist, dann gilt F.(Ly X) = Lp, v F. X.

\ J

Man beachte, dass Proposition 10.4 (d) unmittelbar aus Proposition 8.19 (d) folgt, und sie hat diese Form, weil
die Lie-Klammer [fV, gW] als die Lie-Ableitung £y (¢W') aufgefasst werden kann, sie erfiillt eine Produktregel in g
und W; und da sie auch als —L,w (fV') aufgefasst werden kann, erfiillt sie ebenfalls eine Produktregel in f und V.

Sind V und W Vektorfelder auf M und 6 der Fluss von V, so driickt die Lie-Ableitung (Ly W), per Definition die
t-Ableitung des zeitabhéngigen Vektors d(6_)g, ;) (W, (»)) € TpM bei t = 0 aus. Die nichste Proposition zeigt, wie
sie auch verwendet werden kann, um die Ableitung dieses Ausdrucks zu anderen Zeitpunkten zu berechnen.

Vorschlag 10.5. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und V, W € X(M). Sei 6 der Fluss von V. Fiir jedes

(to,p) im Definitionsbereich von 6 gilt

d
2 d0-00) Wart) = d0-1) (LvW)ay)- (10.3)
t=to

\ J

Proof. Sei p € M beliebig, sei D(P) C R der Definitionsbereich der Integralkurve #(*), und betrachte die Abbildung
X : DW) — T,M, gegeben durch X (t) = d(0_;), () (Ws,(p))- Dieselbe Idee wie im Beweis von Lemma 10.2 zeigt,
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dass X eine glatte Kurve im Vektorraum 7, M ist. Durch die Variablensubstitution ¢ = ¢(, + s erhalten wir

d d
X'(t) = as| X(to+s) = | d0-ty—s) Wo. o, )
d
=&l d(0—t,) © d(0—5) (Wo. (6., )))
d
=d(0—1,) (ds d(e—s)(Weswto(m))) :
s=0
Die letzte Gleichheit folgt, weil d(6_+,) : Tp, ()M — T}, M eine lineare Abbildung ist, die unabhéngig von s ist. Nach
der Definition der Lie-Ableitung ist dieser letzte Ausdruck gleich der rechten Seite von (10.3). O

10.1 Kommutierende Vektorfelder

Definition 10.6. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und V, W € X(M). Wir sagen, dass V und W kommu-
tieren, wenn VW f = WV f fiir jede glatte Funktion f gilt, oder d4quivalent, wenn [V, W] = 0 ist.

Ist 0 ein glatter Fluss, so heif3t ein Vektorfeld W invariant unter 6, wenn W fiir jedes ¢ mit sich selbst
f;-verwandt ist, oder dquivalent, wenn d(6;),(W,) = Wy, (,) fiir alle (¢, p) im Definitionsbereich von ¢ gilt.

Die néachste Proposition zeigt, dass diese beiden Begriffe eng miteinander verbunden sind.

Vorschlag 10.7. Fiir glatte Vektorfelder V und W auf einer glatten Mannigfaltigkeit M sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(a) V und W kommutieren.
(b) W ist invariant unter dem Fluss von V.

(¢) V istinvariant unter dem Fluss von W.

Folglich ist jedes glatte Vektorfeld invariant unter seinem eigenen Fluss.

. 7

Proof. Sei V,WW € X(M), und bezeichne 6 den Fluss von V. Wir beweisen (b) = (a). Wenn (b) gilt, dann ist
Wo,(p) = d(8¢),(W}), wann immer (¢, p) im Definitionsbereich von 6 liegt. Wendet man d(6_,)y, ) auf beide Seiten
an, so schlieBen wir, dass d(6_), ) (We,(»)) = W, gilt, was nach der Definition der Lie-Ableitung oder (10.2)
[V,W] = Ly W = 0 impliziert. Dasselbe Argument zeigt, dass (c) (a) impliziert.

Um zu zeigen, dass (a) (b) impliziert, nehmen wir an, dass [V, W] = Ly W = 0. Sei p € M beliebig, und sei
X(t) = d(0—1)a,(p)(Wo, () fiir t € DP). Proposition 10.5 zeigt, dass X'(t) = 0. Da X (0) = W, impliziert dies, dass
X(t) = W, fiir alle t € D®) gilt, und das Anwenden von d(6,), auf beide Seiten liefert die Identitét, die besagt, dass
W invariant unter 6 ist. Analog impliziert (a) (c). O

Wir setzen nun kommutierende Vektorfelder in Beziehung zur Beziehung zwischen ihren jeweiligen Fliissen.
Genauer gesagt wird der nachste Satz beweisen, dass zwei Vektorfelder genau dann kommutieren, wenn ihre Fliisse
kommutieren. Aber was bedeutet es, dass zwei Fliisse miteinander kommutieren?

Seien V und W glatte Vektorfelder auf M, und seien # und ¢ ihre jeweiligen Fliisse. Wenn V' und W vollstandige
Vektorfelder sind und somit # und ¢ globale Fliisse, so bedeutet das Kommutieren ihrer Fliisse, dass

91& 0'1/13:1/1300t fﬁralle S,tGR.

Wenn jedoch entweder V' oder W nicht vollstédndig ist, konnen wir hochstens hoffen, dass diese Gleichung fiir alle s
und ¢ gilt, fiir die beide Seiten definiert sind.

Leider miissen ihre Flisse selbst dann nicht in diesem naiven Sinne kommutieren, wenn die Vektorfelder
kommutieren, denn es gibt Beispiele kommutierender Vektorfelder V und W sowie spezielle Wahlen von ¢, s und p,
fiir die sowohl 6, o 1 (p) als auch o, o 0;(p) definiert sind, aber nicht gleich sind.

Aufgabe 10.8. Betrachte R? und betrachte die Vektorfelder
0 y 0 0 x 0

Vv

T Or 221429z _8y+x2+y2&'
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Seien 0 und v der Fluss von V bzw. W. Zeige, dass V und W kommutieren, aber es existieren p € R und s,¢ € R,
sodass 6, o5 (p) und ¥ 0 6,(p) beide existieren, aber nicht gleich sind. (Hinweis: Zum Beispiel erfiillen p = (1, —1,0)
und s = 2,t = —2 die Bedingung. Vielleicht schreibe die Gleichung fiir die Integralkurven auf.)

Hier ist das Problem: Wenn 6; o ¢ (p) fiir t = ¢; und s = s( definiert ist, dann muss es nach den Eigenschaften der
Flussdoménen fiir alle ¢ in einem offenen Intervall, das 0 und ¢, enthélt, definiert sein, aber die analoge Aussage muss
fiir s nicht gelten — es konnte Werte von s zwischen 0 und sy geben, fiir die sich die in v, (p) startende Integralkurve
von V nicht bis ¢ = ¢g erstreckt.

Daher treffen wir folgende Definition.

Definition 10.9. Sind # und  Fliisse auf M, so sagen wir, dass 6 und ¢) kommutieren, wenn die folgende
Bedingung fiir jedes p € M gilt: Wann immer J und K offene Intervalle sind, die 0 enthalten, sodass einer
der Ausdriicke 6; o 1)4(p) oder v, o 0;(p) fiir alle (s,t) € J x K definiert ist, sind beide definiert und gleich.
Fiir globale Fliisse ist dies dasselbe, wie zu sagen, dass 6, o ¢; = 1 o 8, fiir alle s und ¢ gilt.

Hier ist das Hauptresultat fiir kommutierende Fliisse.

Satz 10.10. Glatte Vektorfelder kommutieren genau dann, wenn ihre Fliisse kommutieren.

\. J

Proof. Seien V und W glatte Vektorfelder auf einer glatten Mannigfaltigkeit M, und seien 6 und ¢ ihre jeweiligen
Fliisse. Nehmen wir zunéchst an, dass V und W kommutieren. Angenommen, p € M, und J und K sind offene
Intervalle, die 0 enthalten, sodass 1, o 6;(p) fiir alle (s,¢) € J x K definiert ist. Nach Proposition 10.7 impliziert
die Voraussetzung, dass V' invariant unter ¢ ist. Fixiere ein beliebiges s € J und betrachte die Kurve v : K — M,
definiert durch () = v, 0 0(p) = 1, (0 (t)). Diese Kurve erfiillt v(0) = t,(p), und ihre Geschwindigkeit bei t € K
ist

v () = %(ws(e@ (1)) = d(ws) (097 () = d(t) (Vo 1) = Vatr)-

Somit ist + eine Integralkurve von V, die in ¢s(p) beginnt. Aufgrund der Eindeutigkeit gilt daher

7(t) = 6" P () = 6, (s (p)).

Dies beweist, dass 6 und v kommutieren.

Nehmen wir umgekehrt an, dass die Fliisse kommutieren, und sei p € M. Wenn ¢ > 0 so klein gewéhlt ist, dass
s 00,(p) definiert ist, wann immer |s| < ¢ und |¢| < ¢, dann garantiert die Voraussetzung, dass s o 6;(p) = 0; o 1s(p)
fiir alle solchen s und ¢ gilt. Dies ldsst sich in der Form

q//9t(1>)(s) =0, (w(p)(s))
umschreiben. Differenziert man diese Beziehung nach s, so erhélt man

d d

Won = g5 _ "7 =G| 0@P() = d),(Wy).

S

Wendet man d(6 )y, (,) auf beide Seiten an, so schlieSen wir

d(0-1)o, () (Wo, () = Wp-

Differenziert man nach ¢ und wendet die Definition der Lie-Ableitung an, so zeigt sich, dass (Ly W), = 0. O
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11. Kotangentialbiindel und 1-Formen

Wir erinnern daran, dass fiir einen endlichdimensionalen R-Vektorraum V' der Raum aller linearen Funktionale, d. h.
linearer Abbildungen w : V' — R, mit V* bezeichnet wird und der Dualraum von V' genannt wird. Elemente von V*
heil’en Kovektoren auf V. Tatsichlich erhilt man sofort eine Basis von V*, sobald man eine Basis von V wéhlt, wie
im folgenden Satz angegeben.

Vorschlag 11.1. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Fiir eine beliebige Basis (e, . ..,e,) von V seien
el,...,e"™ € V* die Kovektoren, die definiert sind durch

gi(ej ) = 5;'?
wobei ¢! das Kronecker-Delta-Symbol ist. Dann ist (¢',...,e") eine Basis von V*, die duale Basis zu (E;)
genannt wird, und somit gilt dim V* = dim V.

Fiir die Standardbasis (e1,...,e,) von R" wird die duale Basis beispielsweise mit (e', ..., e") bezeichnet und
Standard-Dualbasis genannt. Man beachte, dass wir obere Indizes zur Bezeichnung der Kovektoren verwenden.
Diese Basis-Kovektoren sind die linearen Funktionale auf R", gegeben durch

e'(w) =¢ (v*,...,0") ="

In Matrixschreibweise wird eine lineare Abbildung von R™ nach R durch eine 1 x n-Matrix dargestellt, d. h. sie ist
eine Zeilenmatrix. Die Basis-Kovektoren konnen daher auch als die linearen Funktionale aufgefasst werden, die
durch die Zeilenmatrizen

et=(10...0), e=(010...0), ..., e"=(0...01)

dargestellt werden. Im Allgemeinen gilt: Ist (e;) eine Basis von V und (¢*) die zugehérige duale Basis, dann gilt fiir
jeden Vektor v = vie; € V ' o R
e'(v) =v' &' (ej) = v &5 = 0"
Einen beliebigen Kovektor w € V* konnen wir beziiglich der dualen Basis ausdriicken als
w :wisi, (11.1)
wobei die Komponenten durch w; = w(e;) bestimmt sind, und entsprechend ist die Wirkung von w auf einen Vektor
v=vE; 4
w(v) = w; v'. (11.2)

Notation: Wir schreiben Basis-Kovektoren stets mit oberen Indizes und Komponenten eines Kovektors mit unteren
Indizes.

Seien V und W Vektorrdume und L: V — W eine lineare Abbildung. Wir definieren eine lineare Abbildung
L*: W* — V*, die duale Abbildung oder Transponierte von L genannt wird, durch

(L'w)(v) =w(lv) flirwe W* veV.
Die duale Abbildung erfiillt die folgenden Eigenschaften.
(1) (Ao B)* = B*o A*.
(2) (Idy)*: V* — V* ist die Identitdtsabbildung von V*.

Fiir einen Vektorraum V' gibt es auch einen zweiten Dualraum V** = (V*)*. Fiir jeden Vektorraum V existiert
eine natiirliche, basisunabhingige Abbildung £: V' — V**, die wie folgt definiert ist. Fiir jeden Vektor v € V
definieren wir ein lineares Funktional £(v): V* — R durch

E)(w) =w(v) firwe V™.

Vorschlag 11.2. Fiir jeden endlichdimensionalen Vektorraum V ist die Abbildung £: V' — V** ein Isomorphis-
mus.
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Proof. Da dimV = dim V**, geniigt es zu zeigen, dass ¢ injektiv ist. Sei v € V' ein von Null verschiedener Vektor. Wir
ergénzen v zu einer Basis (v = E1, ..., E,) von V, und bezeichnen die duale Basis von V* mit (¢!,...,e"). Dann gilt
&(v) # 0, denn

E() (') =e'(v) =" (By) = 1. O

Der vorstehende Satz zeigt, dass wir fiir endlichdimensionales V' den Raum V** eindeutig mit V' selbst identi-
fizieren konnen, da die Abbildung ¢ kanonisch definiert ist, ohne Bezug auf eine Basis. Es ist wichtig zu bemerken,
dass V* zwar ebenfalls isomorph zu V ist (aus dem einfachen Grund, dass je zwei endlichdimensionale Vektorrdume
gleicher Dimension isomorph sind), es aber keinen kanonischen Isomorphismus V' = V* gibt.

11.1 Tangential-Kovektoren auf Mannigfaltigkeiten

Sei nun M eine glatte Mannigfaltigkeit. Fiir jedes p € M definieren wir den Kotangentialraum in p, bezeichnet mit
Ty M, als den Dualraum von 7, M
TyM = (T,M)".
Elemente von Ty M hei3en Tangential-Kovektoren in p oder einfach Kovektoren in p.
Sei (U, z*) eine Koordinatenkarte, und die Koordinatenbasis (% p) erzeugt eine duale Basis von 7y M, die wir
mit (\° |p) bezeichnen. Jeder Kovektor w € T M lasst sich somit eindeutig schreiben als w = w; \* ]p, wobei

o 0
Wi =w Gxip .

Versuchen wir zu verstehen, wie die Kovektoren unter einem Koordinatenwechsel aussehen. Sei (Z7) ein weiteres
System glatter Koordinaten, dessen Definitionsbereich p enthélt, und sei (/\J |p) die Basis von Ty M, die dual zu

( < |p) ist. Wir erinnern daran, dass sich die Koordinatenvektorfelder wie folgt transformieren:

oxI

0
oz’

o 0

= D) — (11.3)
» ox oxI »

Schreibt man w in beiden Systemen als w = w; A’ ]p =@ N

ausdriicken:
o2 (7 2
TP o], ) T U 00t 3

Somit sind die Komponenten eines Vektors, d. h. die n-Tupel (v, ...,v") und (3},...,9"), die zwei verschiedenen
Koordinatensystemen (z*) und (Z7) zugeordnet sind, durch das Transformationsgesetz

50 kann man mit (11.3) die Komponenten w; durch @;

0Fd
= (p)@;. (11.4)
p> ox J

o,
= S

verbunden, und ein Kovektor transformiert sich gemaR der folgenden, leicht abweichenden Regel:

o7l
w; = w(p)wj. (11.7)

11.2 Kovektorfelder oder 1-Formen

Fiir jede glatte Mannigfaltigkeit M wird die disjunkte Vereinigung

M =[] T;M
pEM

das Kotangentialbiindel von M genannt. Es besitzt eine natiirliche Projektionsabbildung =: T*M — M, die
w € Ty M auf p € M abbildet. Wie oben bezeichnen wir fiir gegebene glatte lokale Koordinaten (x%) auf einer offenen

Teilmenge U C M und fiir jedes p € U die zu (52 p) duale Basis von T}; M mit (X’ ]p). Dies definiert n Abbildungen

AL ..., A" U — T*M, die Koordinaten-Kovektorfelder genannt werden. Wie im Fall des Tangentialbiindels
(Satz 4.8) besagt das nichste Ergebnis, dass das Kotangentialbiindel ebenfalls eine 2n-dimensionale Mannigfaltigkeit
mit einer von M geerbten glatten Struktur ist.
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Satz 11.3. Sei M eine glatte n-Mannigfaltigkeit. Das Kotangentialbiindel T* M besitzt eine eindeutige Topologie
und glatte Struktur; die es zu einer glatten 2n-dimensionalen Mannigfaltigkeit machen.

Proof. Wir iiberlassen den Beweis als Ubungsaufgabe. O

Wie im Fall des Tangentialbiindels liefern glatte lokale Koordinaten fiir M glatte lokale Koordinaten fiir das
Kotangentialbiindel. Sind (z*) glatte Koordinaten auf einer offenen Teilmenge U C M, dann ist die Abbildung von
7~1(U) nach R*", gegeben durch

fi)\i‘p — (xl(p),...,asn(p),fh...,fn),

eine glatte Koordinatenkarte fiir 7*M. Wir nennen (z°,¢;) die natiirlichen Koordinaten fiir T* M, die zu (z°)
gehoren.
Wie auch bei Vektorfeldern haben wir die folgende Definition.

Definition 11.4. Ein Kovektorfeld oder eine (differentielle) 1-Form ist eine stetige Abbildung w : M —
T*M mit

mow =idy;.

Somit gilt fiir jedes p € M: w, € T, M.

In beliebigen glatten lokalen Koordinaten auf einer offenen Teilmenge U C M lésst sich ein Kovektorfeld w mittels
der Koordinaten-Kovektorfelder (') schreiben als w = w; A’ fiir n Funktionen w;: U — R, die Komponentenfunktio-
nen von w genannt werden. Sie sind charakterisiert durch

P)

0
wi(p) = Wp (83:1

Ist w ein Kovektorfeld und X ein Vektorfeld auf M, so kénnen wir eine Funktion w(X): M — R bilden durch

w(X)(p) =wp(Xp), peEM.

Schreibt man w = w; A\’ und X = X7 % in lokalen Koordinaten, so hat w(X) die lokale Koordinatendarstellung
w(X) = w; X%
Wie im Fall der Vektorfelder gibt es mehrere Moglichkeiten, die Glattheit eines Kovektorfeldes zu priifen.
Vorschlag 11.5. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und sei w: M — T*M ein Kovektorfeld. Die folgenden
Aussagen sind dquivalent:

1. wist glatt.
2. In jeder glatten Koordinatenkarte sind die Komponentenfunktionen von w glatt.
3. Fiir jedes glatte Vektorfeld X € X(M) ist die Funktion w(X) glatt auf M.

4. Fiir jede offene Teilmenge U C M und jedes glatte Vektorfeld X auf U ist die Funktion w(X): U — R glatt
auf U.
Wir bezeichnen den reellen Vektorraum aller glatten Kovektorfelder auf M mit X* M oder Q' (M). Fiir f € C>°(M)
ist das Kovektorfeld fw definiert als

(fw)p = fF(P)wp- (11.5)

11.3 Das Differential einer Funktion

Wir erinnern daran, dass der Gradient einer glatten reellwertigen Funktion f auf R™ als das Vektorfeld definiert ist,
dessen Komponenten die partiellen Ableitungen von f sind:
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Obwohl die partiellen Ableitungen einer glatten Funktion nicht koordinatenunabhingig als Komponenten
eines Vektorfeldes interpretiert werden konnen, stellt sich heraus, dass sie als Komponenten eines Kovektorfeldes
interpretiert werden konnen. Dies ist die wichtigste Anwendung von Kovektorfeldern.

Definition 11.6. Sei f eine glatte reellwertige Funktion auf einer glatten Mannigfaltigkeit M. Wir definieren
ein Kovektorfeld df, das Differential von f genannt wird, durch

dfp,(v) =vf firve T,M.

Vorschlag 11.7. Das Differential einer glatten Funktion ist ein glattes Kovektorfeld.

. 7

Proof. An jedem Punkt p € M héngt df,,(v) offensichtlich linear von v ab, sodass df, tatséchlich ein Kovektor in p
ist. Um die Glattheit von df zu zeigen, verwenden wir Satz 11.5 (3): Fiir jedes glatte Vektorfeld X auf M ist die
Funktion df (X) glatt, da sie gleich X f ist. O

Berechnen wir nun df in Koordinaten, d.h. bestimmen wir seine Koordinatendarstellung. Seien (x?) glatte
Koordinaten auf einer offenen Teilmenge U C M, und sei (A\?) die zugehérige duale Koordinatenbasis auf U. Wir
schreiben df in Koordinaten als df, = A;(p) /\i|p flir gewisse Funktionen A;: U — R; dann folgt aus der Definition

von df
)_ 0
» ort

Dies ergibt die folgende Formel fiir die Koordinatendarstellung von dj:

dfp = %(p) A

0

Ar) = dfz:(axi -2

T Ot

f

p

(p)-

(11.6)

p

Die Komponentenfunktionen von df in einer beliebigen glatten Koordinatenkarte sind also die partiellen Ableitungen
von f beziiglich dieser Koordinaten. Somit ist das Differential von f in Koordinaten analog zum Gradienten von f in
lokalen Koordinaten, aber df ist unabhéngig von jedem Koordinatensystem sinnvoll definiert.
Wenden wir (11.6) auf den Spezialfall an, in dem f eine der Koordinatenfunktionen z7: U — R ist, so erhalten
wir )
oz’
P Ogi
Mit anderen Worten, das Koordinaten-Kovektorfeld M’ ist nichts anderes als das Differential da7. Daher lisst sich die
Formel (11.6) fiir df, umschreiben als
of

oder als Gleichung zwischen Kovektorfeldern statt Kovektoren:

o
9zt

dz’ | (p) N'|, = &7 | =N

'S

b

p

df da'. (11.11)

Von nun an verzichten wir auf die Notation )\’ fiir das Koordinaten-Korahmenfeld und verwenden stattdessen dz".

Beispiel 11.8. Ist f(x,y) = 2%y cos x auf R, so ist df gegeben durch die Formel

2 2
if = 8(1 z;osx) d+ 8(x ycosx) p

= (Qxy cos & — 2y sin x) dx + 22 cos x dy.

Wir erinnern daran, dass wir fiir eine glatte reellwertige Funktion f: M — R nun zwei verschiedene Definitionen
fiir das Differential von f in einem Punkt p € A haben. Zuvor hatten wir df,, als lineare Abbildung von T}, M nach
Tf(p)R definiert. Jetzt haben wir df, als Kovektor in p definiert, also als lineare Abbildung von 7,,M nach R. Dies
sind tatséchlich dieselben Objekte, wenn man die kanonische Identifikation von R mit 7',y R berticksichtigt; eine
einfache Moglichkeit, dies einzusehen, besteht darin festzustellen, dass beide in Koordinaten durch die Zeilenmatrix
dargestellt werden, deren Komponenten die partiellen Ableitungen von f sind.
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Vorschlag 11.9 (Eigenschaften des Differentials). Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und seien f,g € C*°(M).
(a) Sind a und b Konstanten, so gilt d(af + bg) = adf + bdg.
() d(fg) = fdg+gdf.
(c) d(f/g) = (gdf — fdg)/g? auf der Menge, auf der g # 0.
(d) Ist f konstant, so gilt df = 0.

Vorschlag 11.10 (Funktionen mit verschwindendem Differential). Ist f eine glatte reellwertige Funktion auf

einer glatten Mannigfaltigkeit M, so gilt df = 0 genau dann, wenn f auf jeder Zusammenhangskomponente von
M konstant ist.

J

Proof. Es geniigt anzunehmen, dass M zusammenhéngend ist, und zu zeigen, dass df = 0 genau dann gilt, wenn f
konstant ist. Eine Richtung ist unmittelbar klar: Ist f konstant, so gilt df = 0. Umgekehrt sei df = 0, sei p € M und
seiC={qe M: f(q) = f(p)}. Ist q ein beliebiger Punkt in C, so sei U eine glatte Koordinatenkugel mit Mittelpunkt
q. Aus (11.11) folgt, dass g 3{ = 01in U fiir jedes i, also ist f nach elementarer Analysis konstant auf U. Dies zeigt,
dass C offen ist, und da C nach Stetigkeit abgeschlossen ist, muss C ganz M sein. Somit ist f iiberall gleich der
Konstanten f(p). O
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11.4 Riickzug von Kovektorfeldern

Wie wir gesehen haben, liefert eine glatte Abbildung eine lineare Abbildung auf Tangentialvektoren, das sogenannte
Differential. Durch Dualisierung ergibt sich eine lineare Abbildung auf Kovektoren in der entgegengesetzten Richtung.

Sei F': M — N eine glatte Abbildung zwischen glatten Mannigfaltigkeiten und sei p € M beliebig. Das Differential
dFy,: T,M — Tpq, N liefert eine duale lineare Abbildung

die (punktweiser) Riickzug durch F' in p oder Kotangentialabbildung von F' genannt wird. Entfaltet man die
Definitionen, so sieht man, dass dF}; charakterisiert ist durch

dF;(w)(v) = w(dF,(v)), firwe TpN, veT,M.

Nun kommt der wichtige Teil. Wir erinnern daran, dass wir bei der Diskussion von Vektorfeldern betont haben,
dass Vorwirtstransporte von Vektorfeldern unter glatten Abbildungen nur in den Spezialféllen von Diffeomorphismen
oder Lie-Gruppen-Homomorphismen definiert sind (man erinnere sich an den Begriff der F-Verwandtschaft). Das
Uberraschende an Kovektoren ist, dass sich Kovektorfelder immer zuriickziehen lassen.

Definition 11.11. Gegeben eine glatte Abbildung F': M — N und ein Kovektorfeld w auf N, definieren wir
ein Kovektorfeld F*w auf M, den sogenannten Riickzug von w durch F, durch

(F*w)p = dF; (wF(p)) ° (117)
Die Wirkung auf einen Vektor v € T,,M ist gegeben durch
(F*w)p(v) = wr(p) (dFp(v)).

Im Gegensatz zum Fall der Vektorfelder gibt es hier keine Mehrdeutigkeit beziiglich des Punktes, von dem
zuriickgezogen wird: Der Wert von F*w in p ist der Riickzug von w in F(p).

Wir beweisen nun zwei wichtige Eigenschaften des Riickzugs.

Vorschlag 11.12. Sei F': M — N eine glatte Abbildung zwischen glatten Mannigfaltigkeiten. Sei u eine stetige
reellwertige Funktion auf N und w ein Kovektorfeld auf N. Dann gilt

F*(uw) = (uo F)F*w. (11.8)

Ist u gusdtzlich glatt, so gilt

F*du=d(uoF). (11.9)

\

Proof. Zum Beweis von (11.8) berechnen wir

(F*(uw)) :dF*((uw)F(p))
= dF; (u(F(p))wr(p))

=u(F(p))dF, (w F(p)) (nach Linearitat von dF;)
=u(F(p))(F* (nach Definition)
woris,

Fiir (11.9) sei v € T,,M beliebig, und wir berechnen

(F*du),(v) = (dF; (duF(p))) (v) (nach (11.7))
= dup(p) (dFy(v)) (nach Definition von dF})
=dF,(v)u (nach Definition von du)
=v(uoF) (nach Definition von dF))
=d(uo F)p(v) (nach Definition von d(u o F)).
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Vorschlag 11.13. Sei F': M — N eine glatte Abbildung zwischen glatten Mannigfaltigkeiten und sei w ein
Kovektorfeld auf N. Dann ist F*w ein Kovektorfeld auf M. Ist w glatt, so ist auch F*w glatt.

Proof. Seip € M beliebig, und wihle glatte Koordinaten (y7) fiir N in einer Umgebung V von F(p). Sei U = F~(V),
was eine Umgebung von p ist. Schreiben wir w in Koordinaten als w = w; dy’ fiir stetige Funktionen w; auf V und
verwenden Satz 11.12 zweimal, so ergibt sich die folgende Berechnung in U:

F*w=F* (wjdy’) = (wj o F)F*dy’ = (wjo F)d(y’ o F). (11.10)
Dieser Ausdruck ist stetig und glatt, falls w glatt ist. O

Beispiel 11.14. Sei F: R? — R? die Abbildung, gegeben durch
(u,0) = F(z,y,2) = (¢%y, ysinz) ,

und sei w € X* (R?) das Kovektorfeld
w=udv+vdu.

Gemal (11.10) ist der Riickzug F*w gegeben durch
Frw=(uoF)d(voF)+ (vo F)d(uoF)

= (:L‘Qy) d(ysinz) + (ysinz)d (mzy)
= 2?y(sin zdy + y cos zdz) + ysin z (2xy dz + 2 dy)

= 2xy” sin z dz + 222y sin z dy + x%y? cos z dz.

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, S C M eine immersierte Untermannigfaltigkeit und .: S < M die Inklusions-
abbildung. Ist w ein beliebiges glattes Kovektorfeld auf M, so liefert der Riickzug durch . ein glattes Kovektorfeld :*w
auf S. Um zu sehen, was dies bedeutet, sei v € T,,5 beliebig, und wir berechnen

(" w)p(v) = wp(dip(v)) = wp(v),

da dv,: T,S — T, M unter unserer {iblichen Identifikation von 7,5 mit einem Unterraum von 7,M lediglich die
Inklusionsabbildung ist. Somit ist .*w einfach die Einschrdnkung von w auf Vektoren, die tangential an S sind. Aus
diesem Grund wird .*w oft die Einschrdnkung von w auf S genannt.

11.5 Lie-Ableitungen von 1-Formen

Die Lie-Ableitung lésst sich auf Kovektorfelder erweitern. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, V' ein glattes Vektorfeld
auf M und 6 sein Fluss. Fiir jedes p € M ist 6, fiir hinreichend kleines ¢ ein Diffeomorphismus von einer Umgebung
von p auf eine Umgebung von 6;(p), sodass d(6;), Kovektoren in ¢;(p) auf solche in p zuriickzieht, geméf der Formel

d(01) (o, (p)) (V) = Wo, () (d(61)p (v1))-

Man beachte, dass d(0;);(w,(,)) gerade der Wert des zuriickgezogenen Kovektorfeldes 6;w in p ist.

Definition 11.15. Gegeben ein glattes Kovektorfeld w auf M, definieren wir die Lie-Ableitung von w
beziiglich V, bezeichnet mit £y w, durch

d(0;)% _
(Lvw)p = a (0fw)p = lim (02)p (o, () — W

dt|,_o t—0 t

) (11.11)

sofern die Ableitung existiert.

Wie im Fall der Vektorfelder gilt:

Vorschlag 11.16. Mit M, V und w wie oben existiert die Ableitung in (11.11) fiir jedes p € M und definiert
Ly w als ein glattes Kovektorfeld auf M.
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Lemma 11.17. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und sei V € X(M). Sei f eine glatte reellwertige Funktion
auf M und w ein glattes Kovektorfeld auf M. Dann gilt:

(@ Ly(fw) = (Lvflw+ fLyw.
(b) Ist X ein glattes Vektorfeld, so gilt

Ly (W(X)) = (Lyw)(X) + w(Ly X) (11.12)

\. J

Eine Folgerung aus diesem Satz ist die folgende Formel, die die Lie-Ableitung eines beliebigen glatten Kovektor-
feldes durch Lie-Klammern und gewohnliche Richtungsableitungen von Funktionen ausdriickt, was es uns erlaubt,
Lie-Ableitungen zu berechnen, ohne zuvor den Fluss zu bestimmen.

S

Folge 11.18. Es gilt Folgendes.
1. Ist V ein glattes Vektorfeld und w ein glattes Kovektorfeld, so gilt fiir jedes glatte Vektorfeld X

(Lyw)(X) = V(w(X)) = w([V; X]). (11.13)

2. Ist f € C°(M), so gilt Ly (df) = d(Lv f).

Beweis. Wir beweisen nur (2). Mit (11.13) berechnen wir fiir beliebiges X € X(M)

(Lvdf)(X) = V(df (X)) = df([V, X]) = VX[ — [V, X]f
—VXf—(VXf-XVf)=XVf
=d(Vf)(X) = d(Ly f)(X). O
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12. Tensoren

Nachdem wir den Begriff der Vektorfelder und Kovektorfelder ausfiihrlich untersucht und die Techniken zu ihrer
Untersuchung verstanden haben, beginnen wir nun mit dem Studium von Tensoren, die eine einheitliche Moglichkeit
bieten, Tangential- und Kotangentialbiindel gemeinsam zu behandeln. Wir beginnen mit Tensoren auf einem
Vektorraum; diese sind multilineare Verallgemeinerungen von Kovektoren. Ein Kovektor ist der Spezialfall eines
Tensors vom Rang eins.

Viele geometrische Strukturen, die uns im Studium der Differentialgeometrie begegnen werden, sind Tensoren:
zum Beispiel Riemannsche Metriken, fast komplexe Strukturen, symplektische Strukturen, Differentialformen usw.

12.1 Multilineare Algebra

Wir erinnern daran, dass Kovektoren reellwertige lineare Funktionen auf einem Vektorraum sind. Ein Tensor ist eine
Verallgemeinerung davon in dem Sinne, dass Tensoren reellwertige multilineare Funktionen in einer oder mehreren
Variablen sind.

Seien Vi, ...,V und W Vektorrdume. Eine Abbildung

F:Vix- - xVy—>W
hei3t multilinear, wenn sie in jeder Variablen linear ist, d.h. fiir jedes 7 gilt
F(vr,...,av; +bvl, ... vop) = aF(vi, ..o 05,0 0) + bF (U1, ..o, 00 oo U).

Auf diese Weise ist eine multilineare Funktion in einer Variablen einfach eine lineare Funktion, und eine multilineare
Funktion in zwei Variablen wird im Allgemeinen bilinear genannt. Wir schreiben L(V1, ..., Vi; W) fiir die Menge aller
multilinearen Abbildungen von V; X - - - x Vj, nach . Sie ist ein Vektorraum beziiglich der iiblichen Operationen der
punktweisen Addition und Skalarmultiplikation:

(F 4+ F) (o1, oy 00) = F(v1,.y00) + F'(vg, . v,

(aF)(v1y...,vk) = a(F(v1,...,05)).

Zum Beispiel sind das Skalarprodukt in R", das Kreuzprodukt in R® und die Determinante alles Beispiele fiir
multilineare Abbildungen. Betrachten wir nun ein anderes, aber sehr wichtiges Beispiel.

Beispiel 12.1 (Tensorprodukt von Kovektoren). Sei V' ein Vektorraum, und seien w,n € V*. Definiere eine Funktion
w®mn:V xV — Rdurch
w @ n(v1,v2) = w(vi)n(va),

wobei das Produkt auf der rechten Seite die gewohnliche Multiplikation reeller Zahlen ist. Die Linearitdt von w und
n garantiert, dass w ® 7 eine bilineare Funktion in v; und v, ist. Wenn (e!, ¢?) die Standard-Dualbasis von (R?)*
bezeichnet, dann ist e! ® e?: R? x R? — R die bilineare Funktion

el @e?((w,x), (y,2)) = wz.

Wir konnen das letzte Beispiel auf beliebige reellwertige multilineare Funktionen wie folgt verallgemeinern: Seien
Vi,..., V&, Wy, ..., W, reelle Vektorrdume, und seien F' € L(Vy,...,V;;R) und G € L(W7,...,W;;R). Definiere eine
Funktion

FG:Vix - xVixWyx---xW =R

durch
FQG1,...,0p,w1,...,w) = F(vy,...,0)G(wy,...,w). (12.1)

Aus der Multilinearitét von F' und G folgt, dass F ® G(v1, . .., Uk, w1, . .., w;) von jedem Argument v; bzw. w, separat
linear abhingt. Daher ist ' ® G ein Element von L(V4,..., Vi, Wy, ..., W;;R) und hei3t das Tensorprodukt von F
und G. Man kann zeigen, dass

(FRG)QH=F®(G®H).

Daher kénnen wir Tensorprodukte von drei oder mehr multilinearen Funktionen ohne Mehrdeutigkeit ohne Klammern
schreiben. Wenn F, ..., F; multilineare Funktionen sind, die jeweils von k1, . .., k; Variablen abhéngen, dann ist ihr
Tensorprodukt F; ® - - - ® F; eine multilineare Funktion in k = k; + - - - 4+ k; Variablen, deren Wirkung auf & Vektoren
dadurch gegeben ist, dass die ersten k; Vektoren in F}, die nichsten k, Vektoren in F; usw. eingesetzt werden und
die Ergebnisse miteinander multipliziert werden.
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Wenn w’ € Vifurj=1,...,k, dann ist w'®---®@wh e L(Vi,..., Vi; R) die multilineare Funktion, die gegeben
ist durch

W @wk (o, .. ve) = wl(vr) - wF (o). (12.1)

Die nichste Proposition zeigt, dass man eine Basis fiir jeden Raum multilinearer Funktionen bilden kann, indem
man alle moglichen Tensorprodukte von Basis-Kovektoren nimmt.

Vorschlag 12.2 (Eine Basis fiir den Raum multilinearer Funktionen). Seien Vi, ..., V} reelle Vektorrdume der
Dimensionen n, . ..,ng. Fiir jedes j € {1,...,k} sei (Ey), ... ,Eﬁﬂj)) eine Basis von V;, und sei (5%”, ... ,587))

die entsprechende duale Basis von V. Dann ist die Menge
B:{eéll)(@...@sz’;) 1 <idp <ngy.., 1 <ig §nk}

eine Basis von L(V1, ..., Vi;R), der daher Dimension n; - - - nj hat.

\. J

Beweis. Wir miissen zeigen, dass B linear unabhéngig ist und L(V4, ..., Vi;R) aufspannt. Sei F' € L(V1,...,Vi;R)
beliebig. Fiir jedes geordnete k-Tupel (i1, ...,%) von ganzen Zahlen mit 1 < ¢; < n; definieren wir eine Zahl F;,
durch

k
Fy i =F (E.(” ...,E§f>) . (12.2)
Wenn wir zeigen, dass _ 4
gilt, dann folgt daraus, dass B den Raum L(V1,...,V;;R) aufspannt. Fiir ein beliebiges k-Tupel von Vektoren
(v1,...,vk) € V1 X -+ x V}, schreiben wir v; = U?E(l) LU = v;"El(f) und berechnen

R
Fip 8ty @ @l (v1,. o, v0) = Fy iy (01) - - (vr)
= Fil-uik’uil e ’Uli@k’

wéhrend F'(vy,...,v;) aufgrund der Multilinearitét gleich demselben Ausdruck ist. Dies beweist die Behauptung.
Um zu zeigen, dass B linear unabhéngig ist, nehmen wir an, dass eine lineare Kombination gleich null ist:

Wenden wir diese auf ein beliebiges geordnetes k-Tupel von Basisvektoren (E](.ll)7 cey E§f)) an. Durch dieselbe
Rechnung wie oben folgt, dass jeder Koeffizient F};, _;, gleich null ist. Somit ist die einzige lineare Kombination von
Elementen aus 5, die null ergibt, die triviale. O

Dieser Beweis zeigt iibrigens, dass die Komponenten F;, ;, einer multilinearen Funktion F beziiglich der
Basiselemente in B durch (12.2) gegeben sind. Daher ist F' vollstdndig durch seine Wirkung auf alle moglichen
Folgen von Basisvektoren bestimmt.

12.2 Kovariante und kontravariante Tensoren

Definition 12.3. Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum. Wenn & eine positive ganze Zahl ist,
dann ist ein kovarianter k-Tensor auf V ein Element des k-fachen Tensorprodukts V* ® --- ® V*, das man
auch als reellwertige multilineare Funktion in & Elementen von V auffassen kann:

a:Vx---xV —R.
————
k Kopien

Die Zahl k hei3t der Rang von «a.

Somit nimmt ein kovarianter Tensor k Vektoren als Argumente und gibt eine reelle Zahl aus. Ein 0-Tensor ist per
Konvention einfach eine reelle Zahl. Wir bezeichnen den Vektorraum aller kovarianten k-Tensoren auf V' mit der
Notation

TV =V*®- - V*.
k Kopien
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Zum Beispiel ist ein Kovektor ein kovarianter Tensor vom Rang 1. Ein Skalarprodukt ist ein kovarianter Tensor vom

Rang 2.

Definition 12.4. Fiir jeden endlichdimensionalen reellen Vektorraum V' definieren wir den Raum der kon-
travarianten Tensoren auf V vom Rang k als den Vektorraum

T"(V)=V® --oV.
k Kopien

Elemente von 7% (V') kann man auch auffassen als

~

T%(V) = { multilineare Funktionen o: V* x --- x V* - R
—_—

k Kopien

Durch Kombination der beiden vorherigen Definitionen erhalten wir Folgendes:

Definition 12.5. Fiir beliebige nichtnegative ganze Zahlen k,! definieren wir den Raum der gemischten
Tensoren auf V vom Typ (k,1) als

TED(V) =V ®---VeV*® - V*.

k Kopien | Kopien

Somit gilt in unserer Notation zum Beispiel
TONV) =T°(V*) =T°(V) =R,
TONWV) =T (V") =V*,
TOOV) =T (V) = V.
TONW) =THVY),
T®EO (V) = TR(V).

Bemerkung 12.6. Die Notation 7*:!) (V) ist nicht universell. Eine andere gebriuchliche Notation ist 7}(V). In
einer weiteren Notation werden die Rollen von k und [ vertauscht; daher muss man beim Lesen anderer Quellen

vorsichtig sein.

Eine Folgerung aus Proposition 12.2 ist die folgende Aussage iiber Basen des Raumes der Tensoren.

Folge 12.7. Sei V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum mit einer Basis (E;) und sei (¢7) die duale Basis von
V*. Dann bilden die folgenden Mengen Basen der Tensorrdume iiber V:

{e"® @™ :1<1iy,..., i < n} fiir T (V*);

{By®---®BE;, :1<iy,...,ix<n}  far (V)
(B, ® ®FE,®e"® - @ :1<i1,... 5 d1,..., 1 <n}  fiir T®D(V).

Daher gilt
dimT*(V*) = dimT*(V) = n* und  dim THFD (V) = nkH,

J

Somit kénnen wir bei gegebener Basis von V' und der zugehorigen dualen Basis die Darstellung jedes Elements

A € T*(V*) explizit angeben. Es gilt _ '
A=A, " - -Q¢e'r,

wobei die n* Koeffizienten A, .., bestimmt sind durch

Ail...ik = A(Eila R EZk)
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12.3 Tensorfelder auf Mannigfaltigkeiten

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Wir ahmen unsere Beschreibungen des Tangentialbiindels und des Kotangential-
biindels nach, um zunéchst das Biindel der kovarianten k-Tensoren auf M zu definieren durch

Th T M = [ TH(T; M).
pEM

Analog definieren wir das Biindel der kontravarianten k-Tensoren durch

T*TM = [] T(T,M),
peEM

und das Biindel der gemischten Tensoren vom Typ (k,!) durch

T¢OTM = T T%9(T,M).
peEM

Unmittelbar sehen wir beispielsweise, dass
TOOTN = TOT*M = TTM = M x R,

TOVTN = T'T*M = T*M,
TOOTM = T'TM = TM,
TORTMN = TFT* M,
TEITN =TT M.

Wie im Fall des Tangential- und Kotangentialbiindels kann man zeigen, dass die obigen Rdume, auch Tensorbiindel
iiber M genannt, glatte Mannigfaltigkeiten mit einer von M geerbten glatten Struktur sind und aufferdem mit
einer Projektionsabbildung 7 : T(*)(M) — M ausgestattet sind. Daher kénnen wir auch die Beschreibung von
Vektorfeldern und Kovektorfeldern nachahmen, um die folgende Definition zu geben.

~

Definition 12.8. Ein (k,[)-Tensorfeld « auf einer glatten Mannigfaltigkeit M ist eine stetige Abbildung
a: M — TED (M)

derart, dass
Too =idy.

Das Tensorfeld « heil3t glatt, wenn es eine glatte Abbildung zwischen glatten Mannigfaltigkeiten ist.

Wir sehen, dass kontravariante 1-Tensorfelder dasselbe sind wie Vektorfelder, und kovariante 1-Tensorfelder
Kovektorfelder sind; ein 0-Tensorfeld ist dasselbe wie eine stetige reellwertige Funktion.
Notation: Wir bezeichnen den Raum aller (k,[)-Tensorfelder mit I'(T*)TM). Dies sind unendlichdimensionale
Vektorrdume iiber R und Moduln iiber C*°(M). In beliebigen glatten lokalen Koordinaten (z*) kénnen Schnitte
dieser Biindel unter Verwendung der Summenkonvention geschrieben werden als

Ay i da @ - @ da', A e D(TFT*M);
0 d
A= Ozt X ® Orix’ S ( ),
i 9 j1 j k.l
ARG g @ O g @dh @ @dal, Ac r(T*OTM).

Die Funktionen A4;, ;,, A" oder A;i ;’; heiffen die Komponentenfunktionen von A in den gewahlten Koordi-
naten. Der Kiirze halber bezeichnen wir den Raum aller glatten kovarianten k-Tensorfelder mit

TH(M) = D(T*T*M).

Die nichste Proposition ist analog zu Proposition 8.8, welche die Glattheitskriterien fiir Vektorfelder angab,
beziehungsweise zu Proposition 11.5 fiir Kovektorfelder. Wir formulieren sie nur fiir kovariante Tensoren, aber das
Ergebnis ist fiir andere Typen von Tensoren dhnlich.
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Vorschlag 12.9. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und sei A: M — T*T*M ein Tensorfeld. Die folgenden
Aussagen sind dquivalent.

(1) Aist glatt.
(2) In jeder glatten Koordinatenkarte sind die Komponentenfunktionen von A glatt.

(3) Wenn X, ..., X € X(M), dann ist die Funktion A(X3,...,Xx): M — R, definiert durch
A(X1, ., X)) (p) = Ap(Xalp, - - -, Xklp),

glatt.

(4) Wann immer X3, ..., X} glatte Vektorfelder sind, die auf einer offenen Teilmenge U C M definiert sind,
ist die Funktion A(X,..., X}) glatt auf U.

\ J

Damit haben wir die Glattheit eines Tensorfeldes wiederum darauf zuriickgefiihrt, entweder seine Komponen-
tenfunktionen zu betrachten oder aus A eine Funktion zu erzeugen, indem man k Vektorfelder in A einsetzt und
anschlieRend die Glattheit der entstehenden Funktion untersucht. Ahnlich wie im Fall von Vektorfeldern gilt das
Folgende:

Vorschlag 12.10. Seien M eine glatte Mannigfaltigkeit, A € T*(M), B € T' (M) und f € C>(M). Dann

sind fA und A ® B ebenfalls glatte Tensorfelder, deren Komponenten in jeder glatten lokalen Koordinatenkarte

gegeben sind durch

(FA)iy.a, = fAiy i
(A® B) — Ay B

il»--ik+l L oocliy ik+1...ik+1'

Nun stellt sich eine Frage: Wenn wir eine Abbildung sehen, die k Vektorfelder als Argumente nimmt und uns eine
glatte Funktion liefert, wie konnen wir garantieren, dass sie tatsdchlich ein glattes kovariantes Tensorfeld vom Rang
k ist? Zundchst bemerken wir, dass jeder kovariante Tensor A vom Rang k eine Abbildung

(M) x - xX(M)— C™®(M)

k Kopien

induziert, die multilinear iiber R ist. Tatsachlich gilt aber mehr: Sie ist multilinear iiber C°°(M ). Das bedeutet, dass
fir f, f € C°(M)und X;, X] € X(M) gilt

AXy, . X+ XX = fAX L, X X))+ AKX, L XD X,

Diese Eigenschaft erweist sich als charakteristisch fiir glatte Tensorfelder, wie das nichste Lemma zeigt, das wir ohne
Beweis angeben.
. 2

Lemma 12.11 (Charakterisierungslemma fiir Tensoren). Eine Abbildung

A: X(M) x -+ x X(M) — C(M), (12.3)

k Kopien

wird genau dann von einem glatten kovarianten k-Tensorfeld wie oben indugziert, wenn sie multilinear iiber
C>(M) ist.

\ J

Ein symmetrisches Tensorfeld auf einer Mannigfaltigkeit ist ein kovariantes Tensorfeld, dessen Wert an jedem
Punkt ein symmetrischer Tensor ist, d.h. der Wert des Tensors &ndert sich nicht, wenn wir die Position der Vektoren
in seinem Argument vertauschen. Das symmetrische Produkt von zwei oder mehr Tensorfeldern wird punktweise
definiert, genau wie das Tensorprodukt. Wenn zum Beispiel A und B glatte Kovektorfelder sind, dann ist ihr
symmetrisches Produkt das glatte 2-Tensorfeld AB, das gegeben ist durch

AB:%(A®B+B®A).

Wir erwdhnen noch zwei weitere Beispiele von Tensoren.
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Beispiel 12.12 (Riemannsche Metriken). Sei M eine Mannigfaltigkeit. Eine Riemannsche Metrik g auf M ordnet
jedem Punkt p € M ein Skalarprodukt g, auf 7, M zu, und somit erhalten wir eine bilineare Abbildung

gp : TyM x T,M — R,

die auferdem symmetrisch und positiv definit ist. Eine Riemannsche Metrik heilst glatt, wenn die Funktion
M — R:pw— g(X(p),Y(p)) fiir jedes Paar von Vektorfeldern X,Y € Z(M) glatt ist. Somit ist g ein Beispiel eines
symmetrischen (0, 2)-Tensors.

Beispiel 12.13 (Fast komplexe Struktur). Sei V' ein 2n-dimensionaler reeller Vektorraum. Wir kénnen ihn zu
einem n-dimensionalen komplexen Vektorraum machen, wenn wir eine Abbildung J : V — V haben mit J? = —id
und dann definieren durch (a + ib)v = av 4 bJv. Ein solches J heif3t eine komplexe Struktur auf V.

Eine fast komplexe Struktur auf M ist eine Abbildung J : T'(TM) — I'(T M) derart, dass sie fiir alle p € M eine
komplexe Struktur auf 7, M induziert. Somit ist eine fast komplexe Struktur ein Beispiel eines (1, 1)-Tensorfeldes.
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12.4 Pullbacks von Tensorfeldern

Genau wie Kovektorfelder konnen kovariante Tensorfelder durch eine glatte Abbildung zuriickgezogen werden
und ergeben dann Tensorfelder auf dem Definitionsbereich. Diese Konstruktion funktioniert nur fiir kovariante
Tensorfelder; dies ist ein Grund, warum wir den gro3ten Teil unserer Aufmerksamkeit auf den kovarianten Fall
richten. Der Grund ist derselbe wie dafiir, dass der Pullback eines Kovektorfeldes immer definiert ist.

Definition 12.14. Sei F': M — N eine glatte Abbildung. Fiir jeden Punkt p € M und jeden k-Tensor

o€ T’“(Tj;(p)N ) definieren wir einen Tensor dF; (a) € T*(Tx M), genannt der punktweise Pullback von o

durch F in p, durch

dEy(a)(v1, - -, vx) = a(dFp(v1), . . ., dFp(vy)), V1,0, € T, M. (12.4)

Ist A ein kovariantes k-Tensorfeld auf N, so definieren wir ein k-Tensorfeld F'* A auf M, genannt der Pullback
von A durch F, durch

(F*A)p = dF; (Ar@p)),
das auf Vektoren v, ..., v, € T, M wirkt durch

(F*A)p(v1,. ., 08) = Appy (AFp(v1), - . ., dFp(vr))- (12.5)

Ganz genauso, wie wir die Eigenschaften iiber den Pullback von Vektorfeldern und Kovektorfeldern bewiesen
haben, erhalten wir die folgende Proposition, die einige grundlegende Eigenschaften des Pullbacks von Tensorfeldern
zusammenfasst.

e

N

Vorschlag 12.15. Seien F': M — N und G: N — P glatte Abbildungen, seien A und B kovariante Tensor-
felder auf N, C Tensorfelder auf P und sei f € C*°(N).

(@ F*(fB) = (f o F)F*B.

(b) F*(A® B) = F*A® F*B.

(c) F*(A+ B) = F*A+ F*B.

(d) F*B ist ein stetiges Tensorfeld und ist glatt, falls B glatt ist.
(e) (GoF)*C = F*(G*C).

® (dy)*B = B.

J

Dies fithrt unmittelbar zur folgenden Folgerung, die eine Beschreibung des Pullbacks eines Tensorfeldes in lokalen
Koordinaten liefert und mit Gleichung (11.10) fiir Kovektorfelder verglichen werden sollte.

7

N

Folge 12.16. Sei F': M — N glatt, und sei B ein kovariantes k-Tensorfeld auf N. Wenn p € M und (y') glatte
Koordinaten fiir N auf einer Umgebung von F'(p) sind, dann hat F* B in einer Umgebung von p die folgende
Darstellung:

F* (B iy dy" ® - @dy™) = (By,..i, o F)d(y" o F) ®--- ® d(y™* o F). (12.6)

J

Im Allgemeinen gibt es weder eine Pushforward- noch eine Pullback-Operation fiir gemischte Tensorfelder. Im
Spezialfall eines Diffeomorphismus kénnen Tensorfelder beliebiger Varianz jedoch vorwarts- und zuriickgeschoben
werden. Wir geben das Ergebnis und wichtige Eigenschaften im Folgenden nur an.
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Vorschlag 12.17. Sei F': M — N ein Diffeomorphismus zwischen glatten Mannigfaltigkeiten. Dann verallge-
meinern

F, :T(T%*DTM) —» T(T*®ITN), F*:T(T*ITN) - T(T®ITM),
die iiblichen Pushforwards und Pullbacks von Vektorfeldern beziehungsweise Kovektorfeldern derart, dass
1. F, = (F*)~.
2. F*(A® B) = F*(A) @ F*(B).
3. (FoG),=F,0G,und (FoG)* =G*oF*.
4. Fiir jeden kovarianten k-Tensor A auf N gilt F*(A(Xq,..., X)) = F*A(F7Y(X1),. .., F7H(Xy)).

12.5 Lie-Ableitungen von Tensorfeldern

Sobald wir wissen, was Pullbacks von Tensorfeldern sind, konnen wir die Idee der Lie-Ableitung von Kovektorfeldern
in Richtung eines Vektorfeldes nachahmen und sie erweitern, um die Lie-Ableitung eines beliebigen Tensorfeldes in
Richtung eines Vektorfeldes zu definieren.

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, sei V ein glattes Vektorfeld auf M, und sei 0 sein Fluss. Fiir jedes p € M ist
0, fiir t hinreichend nahe bei null ein Diffeomorphismus von einer Umgebung von p auf eine Umgebung von 6, (p),
sodass d(0;); Tensoren in 6;(p) durch die Formel nach p zuriickzieht

d(00), (A, ) (V1 - - v) = Ap, () () (V1) .., d(B)p (v1))-

Hierbei ist d(0;);(Ag,()) gerade der Wert des Pullback-Tensorfeldes 6; A in p.

Definition 12.18. Fiir ein glattes kovariantes Tensorfeld A auf M definieren wir die Lie-Ableitung von A
beziiglich V, bezeichnet mit £y A, durch

d \ _d(0:)5(A, ) — Ap
(LvA)p = at o (07 A)p = %E}% n

) (12.7)

sofern die Ableitung existiert. Die Grofe Ly A ist ein glattes Tensorfeld auf M und ist ein Tensor desselben
Typs wie A.

Vorschlag 12.19. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und sei V- € X(M). Seien f € C*°(M) und A, B glatte
kovariante Tensorfelder auf M. Dann gilt:

(@ Ly(fA) =(Lvf)A+ fLv A
(b) Ly(A®B)=(LyA) @ B+ A® LyB.

(c) Wenn X4, ..., X, glatte Vektorfelder sind und A ein glattes k-Tensorfeld ist, dann gilt

Lyv(A(X1, .. Xk) = (Ly A (X Xp) + ALy X1, X))+ + AKXy, Ly Xp).  (12.8)

(d) Aufserdem gilt

(LvA)(Xq,...,Xp) = V(A(Xy,..., X)) — A([V, X1, Xo, ..., Xg) — -+~
_A(Xlaanflv[Vvan]) (12.9)

\ J

Beweis. Ubung, die auf dieselbe Weise gelést werden kann wie die entsprechende Aussage fiir Vektorfelder. O
Betrachten wir ein Beispiel dafiir, wie man die Lie-Ableitung eines (0, 2)-Tensors in lokalen Koordinaten berechnen
kann.

Beispiel 12.20. Sei A ein beliebiges glattes kovariantes 2-Tensorfeld, und sei V' ein glattes Vektorfeld. Wir berechnen
die Lie-Ableitung Ly A in glatten lokalen Koordinaten (z%). Zunichst beobachten wir, dass Ly dz® = d(Lyz?) =

81



DIFFERENTIAL GEOMETRY

d(Va') = dV*. Daher gilt

LyA= ,cv(Aijdl‘i X dl‘])
= Ly (Aij)dz' @ do? + Ayj(Lyvdx') @ da? + Ayjda' @ (Lydx?)
= VAZJ dz’ ® da? + Aij dv? X dz’ + Aij dz’ (%9 v’y

ovk ovk
(VAU +Akj i +Azk8 7

) de' @ da’ .

Sobald wir also die Darstellung des Vektorfeldes V in lokalen Koordinaten und die Darstellung des Tensors A in
lokalen Koordinaten kennen, kénnen wir die Darstellung von Ly A in lokalen Koordinaten explizit in Termen der
Ableitungen der Komponentenfunktionen von V' und A angeben. Ahnliche Formeln gelten fiir Tensoren hoheren
Ranges.

Erinnern wir uns daran, dass die Lie-Ableitung eines Vektorfeldes W beziiglich V genau dann null ist, wenn W
unter dem Fluss von V invariant ist; dies war der Inhalt von Proposition 10.7. Fiir Tensoren konnen wir eine dhnliche
Aussage treffen. Ist A ein glattes Tensorfeld auf M und 6 ein Fluss auf M, so sagen wir, dass A unter 6 invariant ist,
wenn fiir jedes ¢ die Abbildung 6; das Tensorfeld A iiberall dort, wo sie definiert ist, auf sich selbst zuriickzieht, das
heil3t

d(0:),(As, () = Ap (12.11)

fiir alle (¢, p) im Definitionsbereich von 6. Wenn 6 ein globaler Fluss ist, ist dies dquivalent zu 0; A = A fiir alle ¢t € R.
Das folgende Ergebnis ist ein Analogon von Proposition 10.5, die zeigt, wie die Lie-Ableitung verwendet werden
kann, um Zeitableitungen zu Zeiten ungleich ¢ = 0 zu berechnen.
Vorschlag 12.21. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und sei V € X(M). Sei 0 der Fluss von V. Fiir jedes glatte
kovariante Tensorfeld A und jedes (to, p) im Definitionsbereich von 6 gilt

d
4l G, = @3,Lv A, (12.10)
t=to

\ 7

Beweis. Verwenden wir die Definition des Pullbacks von Tensoren, so sehen wir, dass (12.10) dquivalent dazu ist zu

beweisen, dass
d

dt

d(0:)y(As, () = A1) ((Lv A)a,, ())-
t=to
Wir ahmen den Beweis von Proposition 10.5 nach und fithren die Variablentransformation ¢ = s + ¢ durch, um zu
erhalten

d N d
at d(et)p(Aat(p)) = ds

t=to

d( s+to ) (A95+t0 (p) )
s=0

d . a s

| U0)5d(95)5, () (As. (01 o)
s=0

d

(9750) d
= d(9t0 )p((L:VA)ef,U (p))

d(9s)3t0 () (A0, (01, (»)))

Somit erhalten wir unmittelbar das Analogon von Proposition 10.7 fiir Tensoren.

Satz 12.22. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und sei V € X(M). Ein glattes kovariantes Tensorfeld A ist
genau dann invariant unter dem Fluss von V, wenn Ly A = 0. O
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13. Differentialformen

Im vorherigen Kapitel haben wir gelernt, was Tensoren sind. Unter allen Tensoren gibt es spezielle Arten von
Tensoren, die als symmetrische und schiefsymmetrische Tensoren bezeichnet werden. In diesem Kapitel werden
wir uns mit Letzteren beschéftigen. Zuerst definieren wir jedoch sowohl symmetrische als auch schiefsymmetrische
Tensoren.

Definition 13.1. Ein kovarianter Tensor « vom Rang k auf einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum
V heil3t symmetrisch, wenn

(V1 ooy Uiy ey Uy ooy Uk ) = (V14 ooy Vg ey Vi ooy V) (13.1)

firalle1 <i<j <k gilt.

J

Tatsachlich impliziert (13.1), dass der Wert von « unveradndert bleibt, wenn die Vektoren v1, ..., v} in einer
beliebigen Reihenfolge umgeordnet werden. Ausgedriickt in den Komponentenfunktionen bedeutet dies, dass a;, . ;
durch jede Permutation der Indizes unverdndert bleibt.

Die Menge der symmetrischen kovarianten k-Tensoren ¥*(V*) ist ein linearer Unterraum des Raumes 7% (V*)
aller kovarianten k-Tensoren auf V. Aus jedem beliebigen Tensor « konnen wir wie folgt einen symmetrischen Tensor
machen. Es bezeichne S) die symmetrische Gruppe auf k Elementen. Fiir einen gegebenen k-Tensor « und eine
Permutation o € Sj definieren wir einen neuen k-Tensor  « durch

k

00[(’()1, ce ,’Uk) = Oé(’l)g(l), cen ,Ug(k)).

Beachten Sie, dass "(“a) = "?« gilt, wobei 7o die Verkniipfung von 7 und o darstellt, das heilt 7o (i) = 7(o(i)).

Wir definieren eine Projektion Sym: T%(V*) — ¥¥(V*), genannt Symmetrisierung, durch

1 " 1
Syma = 7 Z a = 7 Z Oé(UU(1),---7Uo(lc))~

" oSk " 0ESy

Offensichtlich ist Sym « ein symmetrischer Tensor.

Wenn « und S symmetrische Tensoren auf V sind, dann ist & ® 8 im Allgemeinen nicht symmetrisch. Betrachten
wir beispielsweise o und g als Kovektoren. Einzeln betrachtet sind beide symmetrisch, aber es gilt

a® B(vr,v2) = av1)B(v2) # a @ B(va, v1).

Wir kénnen jedoch die Symmetrisierung von a ® 3 wie oben definieren. Wenn o € ¥*(V*) und 8 € $!(V*) sind,
definieren wir ihr symmetrisches Produkt als den (k + I)-Tensor «f durch

af = Sym(a® B),

dessen Wirkung auf Vektoren vy, . .., vk ; gegeben ist durch
1
O‘ﬁ(vla cee 7vk+l) = (k’ T l)' Z O‘(vo(lﬁ CRRE) Uo’(k))ﬂ(vo(k-‘rl)a cee 7vo(k+l)>'
" 0ESky1

Wenn beispielsweise o und 3 Kovektoren sind, gilt folglich
1
af=5(a®B+85a).

Dieselbe Analyse auf jedem Tangentialraum liefert den Begriff der symmetrischen Tensoren auf Mannigfaltigkeiten.
Ein Beispiel dafiir haben wir bereits zuvor gesehen: die Riemannsche Metrik auf einer Mannigfaltigkeit. Wir werden
spater mehr dariiber erfahren.

13.1 Alternierende Tensoren

Lassen Sie uns zuerst verschiedene Begriffe im Zusammenhang mit alternierenden Tensoren auf einem Vektorraum
besprechen. Anschlie3end werden wir dieses gesamte Wissen einfach auf Mannigfaltigkeiten {ibertragen. Wir haben
die folgende Definition.
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Definition 13.2. Ein kovarianter k-Tensor o auf V heil3t alternierend oder schiefsymmetrisch, wenn er
sein Vorzeichen wechselt, wann immer zwei seiner Argumente miteinander vertauscht werden. Das heif3t, fiir
alle Vektoren vy, ...,v; € V und jedes Paar verschiedener Indizes i, j gilt

a(vr, .. Vi Uy V) = —0(U1, .o Uy e, Uy e, V) (13.2)

Alternierende kovariante k-Tensoren werden auch als dufSere Formen bezeichnet.

Sowie zur Erinnerung: Fiir jede Permutation o € Sy ist das Vorzeichen (oder das Signum) von o, bezeichnet
mit sgn o, gleich +1, wenn o gerade ist, und —1, wenn ¢ ungerade ist. Folglich impliziert (13.2), dass fiir einen
alternierenden Tensor «, beliebige Vektoren vy, ..., vy und jede Permutation o € S}, gilt:

a(Vo(1), -+ Vo(r)) = (sgn0)(v1,. .., V),

und die Komponenten «;, . ;, von o wechseln das Vorzeichen, wann immer zwei Indizes miteinander vertauscht
werden.

Notation. Der Vektorraum aller alternierenden k-Tensoren auf V wird mit A*(V*) bezeichnet. Offensichtlich sind
alle 0-Tensoren und 1-Tensoren alternierend.

Vorschlag 13.3. Es sei a ein kovarianter k-Tensor auf einem endlichdimensionalen Vektorraum V. Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:

(@) «ist alternierend.
(b) a(vy,...,v;) =0, wann immer das k-Tupel (v1, ..., v) linear abhdngig ist.
(c) « liefert den Wert Null, wann immer zwei seiner Argumente gleich sind:

a(v1, ..., W, ..., w,...,v) =0.
Beweis. Die Implikationen (a) = (c) und (b) = (c) sind unmittelbar ersichtlich. Wir vervollstdndigen den Beweis,
indem wir zeigen, dass (c) sowohl (a) als auch (b) impliziert.

Nehmen wir an, dass « die Bedingung (c) erfiillt. Fiir beliebige Vektoren vy, ..., v impliziert die Voraussetzung:
0=avi,..., 05 +v5,...,0 +vj,...,0%)
=V, ., Vo3 Uiy, U) F (V1,05 U, V)
F+a(vr,. Uy Uiy ey Uk) F (V1,0 U, U, V)
=a(Vi,. iy 05, 0k) F (U, Uy, V).
Folglich ist « alternierend. Wenn andererseits (vy, ..., v) ein linear abhéngiges k-Tupel ist, dann l&sst sich einer der

Vektoren v; als Linearkombination der anderen schreiben. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass
k—1
v = Z a’v;
j=1

gilt. Dann impliziert die Multilinearitédt von «:

k—1
a(vy,...,vE) = Z a’afvi, ..., vg—1,0j).
j=1
In jedem dieser Terme besitzt o zwei identische Argumente, sodass jeder einzelne Term Null ist. O

Wir definieren nun das Analogon des Symmetrisierungsoperators zur Konstruktion alternierender Tensoren.

Wir definieren die Projektion Alt: T%(V*) — A¥(V*), genannt Alternierung oder Schiefsymmetrisierung,
durch:

1
Alta = i Z (sgno)(®a),
gESk

wobei Sy, die symmetrische Gruppe auf k Elementen ist. Expliziter ausgedriickt bedeutet dies:

1
(Alt @)(vy, ..., v) = 7 Z (sgno)a(ve(1ys - - - > Vo(k))-

’ g€Sk
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Wenn beispielsweise [ ein 2-Tensor ist, dann gilt somit
1
(Alt ﬂ)(?), U)) = 5(6(7]711)) - ,B(’LU, U))
Fiir einen 3-Tensor ~ gilt:

(Alt y)(v1,v2,v3) = (7(“1702,03) +v(v2,v3,v1) + ¥(v3,v1,v2) = (v2,v1,v3) — Y(v1,v3,v2) — 7(1137U2701))~

| =

Wir versuchen nun, eine explizite Basis des Raumes A*(V*) zu konstruieren, indem wir das Konzept der
elementaren dufderen Formen einfiihren.

Notation. Fiir k£ € Z wird ein geordnetes k-Tupel I = (iy,...,i) positiver ganzer Zahlen als ein Multiindex
der Lange k bezeichnet. Wenn I ein solcher Multiindex ist und o € Sy, schreiben wir I, fiir den Multiindex
I, = (is(1) - - - »io(k))- Beachten Sie, dass I,, = (I,), fiir o, 7 € S}, gilt.

Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum, und angenommen, (¢!, ...,") ist eine beliebige Basis fiir V*. Wir
definieren nun eine Familie von duf3eren k-Formen auf V', welche die Determinantenfunktion auf R" verallgemeinern.
Fiir jeden Multiindex I = (i1, ...,) der Lidnge k mit 1 < iy, ... 4, < n definieren wir einen kovarianten k-Tensor
el =gl durch

e(vr) oo e (ug) v
el(vy,...,v) = det =det | : .. (13.3)
gik(vy) - e (vg) v,i’“ . Uzick
Da die Determinante bei Vertauschung zweier Spalten ihr Vorzeichen dndert, ist klar, dass ¢! ein alternierender
k-Tensor ist. Wir nennen ¢/ einen elementaren alternierenden Tensor.
Beispiel 14.5. Ausgedriickt in der Standard-Dualbasis (e!, €2, €3) fiir (R?)* erhalten wir

e (v, w) = viw® —w'vd.

Vorschlag 13.4 (Eigenschaften elementarer duflerer k-Formen). Es sei (E;) eine Basis fiir V, (¢*) die zuge-
hérige Dualbasis fiir V* und ¢! wie oben definiert.

1. Wenn I einen doppelten Index enthélt, dann ist e/ = 0.
2. Wenn J = [, fiir ein o € Sy, dann gilt e’ = (sgno)e’.
3. Das Ergebnis der Auswertung von ¢’ auf einer Folge von Basisvektoren ist
o a
el(Ej,,...,E;,) = det : .o
D

\ J

Beweis. Wenn I einen doppelten Index enthilt, dann hat die Determinante in (13.3) fiir beliebige Vektoren
vy, ..., v Zwei identische Zeilen und ist folglich gleich Null, was (a) beweist. Wenn andererseits J aus I durch
Vertauschung zweier Indizes hervorgeht, weisen die entsprechenden Determinanten entgegengesetzte Vorzeichen
auf; dies impliziert (b). SchlieRlich folgt (c) unmittelbar aus der Definition von £’. O

Wir konnen nun die elementaren duleren k-Formen verwenden, um eine Basis fiir A*(V*) anzugeben. Ein
Multiindex I = (41, .. ., ix) heil3t aufsteigend, wenn i; < --- < 7 gilt.
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Vorschlag 13.5 (Eine Basis fiir A*(V*)). Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Wenn (¢?) eine beliebige
Basis fiir V* ist, dann ist fiir jede positive ganze Zahl k < n die Familie du3erer k-Formen

£ = {e! : I ist ein aufsteigender Multiindex der Lénge k}

eine Basis fiir A*(V*). Folglich gilt:

dim AF(V*)

Il
N
> 3
N——

|
=
HE
=

Wenn k > n, dann ist dim A*(V*) = 0.

\. J

Beweis. Dass A*(V*) der triviale Vektorraum ist, wenn k > n, folgt unmittelbar aus Proposition 13.3 (b), da in
diesem Fall jedes k-Tupel von Vektoren linear abhéngig ist. Fiir den Fall k¥ < n miissen wir zeigen, dass die Menge £
den Raum A*(V*) aufspannt und linear unabhéngig ist. Es sei (E;) die zu (¢%) duale Basis fiir V.

Um zu zeigen, dass € den Raum A*(V*) aufspannt, sei a € A*(V*) beliebig. Fiir jeden Multiindex I = (i1, ..., i)
(nicht notwendigerweise aufsteigend) definieren wir eine reelle Zahl oy durch

oy = a(Eil,...,Eik).

Da « alternierend ist, gilt o; = 0, wenn [ einen doppelten Index enthélt, und a; = (sgno)ay, wenn J = I, fiir ein
o € Sy gilt. Fiir jeden Multiindex J haben wir somit:

Z Oé[EI(Ejl,...,Ejk):Oé]:a(Ej17...,Ejk).
I —aufsteigend
Daraus folgt }; _,ssceigend @ re! = a, sodass € den Raum A*(V*) aufspannt. Der Beweis der linearen Unabhéngigkeit
ist eine Ubungsaufgabe. O

13.2 Das Dach-Produkt

Wir betrachten nun eine Operation, die es uns ermoglicht, zwei oder mehr duldere Formen miteinander zu verkniipfen,
sodass sich wieder eine dul’ere Form ergibt. Wir arbeiten weiterhin auf einem reellen, endlichdimensionalen
Vektorraum V. Wie wir unten sehen werden, entspricht die Operation des Dach-Produkts genau der Alternierung des
Tensorprodukts mit einer passend gewahlten Normierungskonstante.

~

Definition 13.6. Fiir w € A¥(V*) und n € AY(V*) definieren wir ihr Dach-Produkt (oder d&uReres Produkt)
als die folgende duflere (k + [)-Form:
(k +1)!

wAn= il Alt(w @ 7). (13.4)

Einer der Griinde, warum wir diese Normierungskonstante in (13.4) wéhlen, ist die folgende Beziehung fiir
elementare alternierende Tensoren. Man kann {iberpriifen, dass fiir beliebige Multiindizes I = (41, ...,%) und

J=({1,...,75) gilt:
el nel =€l
wobei IJ = (i1,...,ik, j1,. .-, Ji) durch Hintereinanderschreiben (Konkatenation) von I und J entsteht.

Wir betrachten nun einige wichtige Eigenschaften des Dach-Produkts.
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Vorschlag 13.7. Angenommen, w,w’,n,n" und £ sind dullere Formen auf einem endlichdimensionalen
Vektorraum V.

1. Bilinearitdt: Fiir a,a’ € R gilt:
(aw +d'W')YAn=alwAn)+d W An),
nA(aw+dw') =anAw)+dnAu).

2. Assogiativitdt:
wAMAE) = (wAn) A&

3. Antikommutativitdit: Fiir w € A¥(V*) und n € AY(V*) gilt:

wAn= (—l)kln/\w. (13.5)
4. Wenn (&%) eine beliebige Basis fiir V* ist und I = (iy, ..., i) ein beliebige Multiindex, dann gilt:
e A Atk =gl (13.6)
5. Fiir beliebige Kovektoren w!, ..., w" und Vektoren vy, ..., v} gilt:
WA AW (v, o) = det(w (vg)). (13.7)

\. J

Beweis. Da das Dach-Produkt die Alternierung des Tensorprodukts ist und das Tensorprodukt eine bilineare Operation
darstellt, folgt die Bilinearitiat des Dach-Produkts. Wir beweisen 2. und 3. fiir elementare alternierende Tensoren,
woraus sich der allgemeine Fall ergibt. Beachten Sie, dass

(e"NeTYNeX =T Nl = lTH = NTE =T A (67 N eF),

woraus die Assoziativitdt des Dach-Produkts folgt. Fiir Teil 3. stellen wir unter Verwendung der Eigenschaft, eine
dullere Form zu sein, wieder fest, dass

el ne? =€l = (sgno)e’! = (sgno)e’ Ael,
gilt, wobei o die Permutation ist, die IJ nach JI abbildet. Der wesentliche Punkt ist nun: Wenn man sowohl [
als auch J als Produkt von 2-Zyklen schreibt, erfordert das Verschieben von J nach vorne und I nach hinten das
Vorbeiziehen aller Indizes von J, weshalb sgn 7 = (—1)* aufgrund von 7 gilt. Dies beweist die Antikommutativitét
fiir alternierende Tensoren, und der allgemeine Fall folgt dann aus der Bilinearitat.
Teil (4) ist eine unmittelbare Konsequenz aus der Tatsache, dass e/ Ae”/ = ¢! gilt. Teil 5. bleibt als Ubungsaufgabe
tiberlassen. 0

Notation. Wir schreiben e/ = &t A -+ - A gl*,

Definition 13.8. Fiir jeden n-dimensionaler Vektorraum V' definieren wir einen Vektorraum A(V*), genannt
die duf3ere Algebra (oder Grassmann-Algebra) von V, durch

A(V*) = é/\k(v*).
k=0

Beachten Sie, dass dim A(V*) = (§) + (1) +--- (,",) + (7) = 2" gilt.

1 n—1
Das Dach-Produkt ist eine Operation auf A(V*) und macht A(V*) zu einer assoziativen, aber nicht kommuta-

tiven Algebra.

Bemerkung 13.9. Eine Algebra A heil3t graduiert, wenn sie eine direkte Summenzerlegung
A=p A
keZ

besitzt, sodass das Produkt die Bedingung
(Ak)(Al) C Ak+l
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fiir alle k£ und [ erfiillt. Eine graduierte Algebra ist antikommutativ, wenn das Produkt die Bedingung
ab = (=1)*ba
fir a € A*, b € Al erfiillt. Folglich ist A(V*) eine antikommutative graduierte Algebra.
Wir sagen, dass eine k-Form w zerlegbar (oder dekomponierbar) ist, wenn sie als Dach-Produkt von k£ 1-Formen
geschrieben werden kann, also w = w; A - - - A wg, wobei die w; 1-Formen sind. Nicht jede k-Form ist zerlegbar, aber
jede k-Form kann als Linearkombination von zerlegbaren Formen dargestellt werden.

13.3 Inneres Produkt

Wir diskutieren nun kurz den Begriff des inneren Produkts (auch Einsetzung oder Kontraktion genannt).

Definition 13.10. Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Fiir jedes v € V' definieren wir eine lineare
Abbildung
iy AF(V*) = ARV,

genannt inneres Produkt mit v, durch
Tyw(wy, ..., Wg—1) = w(v, W1, ..., WE_1). (13.8)
Das heif3t, i,w entsteht aus w, indem man v in das erste Argument einsetzt. Wir verwenden auch die Notation
VW = TpW.

und lesen dies als ,,v hook w*.

Sehen wir uns einige elementare Eigenschaften des inneren Produkts an.

Vorschlag 13.11. Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und v € V.
1. 1,01, =0.
2. Wennw € A¥(V*) und n € AY(V™), gilt:

va(wAn) = (vaw) An+ (=1)*w A (van). (13.9)

\. J

Beweis. Wenn w eine Funktion oder ein Kovektor ist, liefert das zweimalige Anwenden des inneren Produkts direkt 0.
Fiir dulSere Formen vom Grad &k mit & > 2 stellen wir fest, dass i, o ¢, bedeutet, dass wir denselben Vektor in die
ersten beiden Argumente einsetzen; da w alternierend ist, erhalten wir Teil 1.

Wir beweisen nun Teil 2. und merken an, dass es geniigt, den Fall zu betrachten, in dem sowohl w und 7 zerlegbar
sind, da jede dulere Form als Linearkombination von zerlegbaren Formen geschrieben werden kann.

Es sei v; = v € V und wihlen wir ein beliebiges (k — 1)-Tupel von Vektoren (vs, ..., vs). Es seien w!, ... w
1-Formen. Wir zeigen zuerst, dass

k

(W A AW r, o) = Y (D) T i () (W A AW A AW (v, ), (13.10)

gilt, wobei das Dach anzeigt, dass w’ ausgelassen wird. Um zu sehen, warum (13.10) wabhr ist, bemerken wir, dass
die linke Seite die Determinante der Matrix [A];; ist, deren (4, j)-Eintrag w’(v;) lautet. Zur Analyse der rechten Seite
bezeichne v} die (k — 1) x (k — 1)-Submatrix von [4], die durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.
Dann ist die rechte Seite von (13.10) gleich
k

> (=) Wi (vy) det v},

=1
Dies ist exakt die Entwicklung von det[A] nach Laplaceschem Entwicklungssatz entlang der ersten Spalte und folglich
gleich det[A]. Somit gilt (13.10). Daraus erhalten wir schlief3lich:

k
va(W A AWR) = Z(—l)"'_lwi(v)w1 Ao AWt Ao AwP,
i=1
was Teil 2 fiir zerlegbare Formen und damit fiir alle dul3eren Formen beweist. O
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13.4 Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten

Nachdem wir duf3ere Formen auf Vektorrdumen und die verschiedenen Operationen im Zusammenhang mit Differen-
tialformen verstanden haben, setzen wir nun V' = T,,M, wobei M eine glatte Mannigfaltigkeit und p € M ist, und
bilden die vorangegangenen Abschnitte nach. Dies fithrt zum Begriff des Raumes der Differentialformen auf einer
Mannigfaltigkeit sowie zu Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten selbst.

Wir bezeichnen die Teilmenge von T*T* M, die aus alternierenden Tensoren besteht, mit A*T*M:

AT M = T AT M).
peEM

Wie zuvor ist A¥T* M fiir jedes p € M ein (})-dimensionaler Vektorraum.

Definition 13.12. Eine Differential-%-Form ist ein Tensorfeld, dessen Wert an jedem Punkt ein alternierender
Tensor ist. Die ganze Zahl k wird als Grad der Form bezeichnet, und wir bezeichnen den Vektorraum der

glatten k-Formen mit
QF (M) = T(AFT*M).

Das Dachprodukt (Keilprodukt) von zwei Differentialformen wird punktweise definiert: (w A7), = w, A7p. Somit
ist das Dachprodukt einer k-Form mit einer /-Form eine (k + [)-Form. Wenn f eine 0-Form und 7 eine k-Form ist,
interpretieren wir das Dachprodukt f A n als das gewohnliche Produkt fr. Wenn wir

n
(M) = @ F (M) (13.11)
k=0
definieren, macht das Dachprodukt 2* (M) zu einer assoziativen, antikommutativen graduierten Algebra.

In jeder glatten Karte kann eine k-Form w lokal geschrieben werden als

WZZwIdx“ /\--~/\da:ik,
I

wobei die Koeffizienten w; stetige Funktionen auf dem Koordinatengebiet sind. Beachten Sie, dass

i1 11

4 4 9 9 J1 Jk

1 “e Tk P - — N . N
dx™ N --- ANdz'* (8;1:11’ , 8:17“) = det o
Sk ... g
J1 Ik

und die Komponentenfunktionen w; von w bestimmt sind durch

Y (R
N TR T

Wir geben hier lediglich die Ausdriicke fiir den Riickzug (Pullback) von Differentialformen an, welche Spezialfalle
des Riickzugs von Tensorfeldern aus § ?? sind. Angenommen, F': M — N ist glatt. Dann gilt

F*(wAn) = (F*w) A (F*n), (13.12)

und der lokale Koordinatenausdruck lautet

F* Z wrdy™ AL A dy' | = Z (wro FYd(y™ o F) A ... Nd(y"™ o F).

I —aufsteigend I —aufsteigend

Betrachten wir ein explizites Beispiel.

Beispiel 13.13. Definiere F': R?> — R3 durch F(u,v) = (u,v,u? — v?) und sei w die 2-Form y dz A dz + x dy A dz auf
R3. Der Riickzug F'*w wird wie folgt berechnet:

F*(ydx Ndz + 2z dy Adz) = vdu Ad(u? — v?) +udo Ad(u?® —v?)
=vdu A (2udu—2vdv) +udv A (2udu — 2v dv)
= 202 du A dv + 2u* dv A du = —2(u? + v?) du A do,

wobei wir die Tatsache genutzt haben, dass du A du = dv A dv = 0 und du A dv = —dv A du aufgrund der
Antikommutativitat gilt.

89



DIFFERENTIAL GEOMETRY

Die innere Multiplikation (Interior Product) l&sst sich ebenfalls natiirlich auf Vektorfelder und Differentialformen
erweitern, indem sie punktweise wirkt: Wenn X € X(M) und w € QF(M), definieren wir eine (k — 1)-Form
X Jw = ixw durch

(X sw)p =Xp Jwp.

13.5 Auflere Ableitung

In diesem Abschnitt definieren wir einen natiirlichen und wahrscheinlich den wichtigsten Differentialoperator auf
glatten Formen, die sogenannte duflere Ableitung. Sie ist eine Verallgemeinerung des Differentials einer Funktion.

Fiir jede glatte Mannigfaltigkeit M werden wir zeigen, dass es einen Differentialoperator d: QF(M) — QF+1(M)
gibt, der d(dw) = 0 fiir alle w erfiillt. Wir gehen dabei schrittweise vor. Zuerst zeigen wir die Definition des Operators
d auf R™ und nutzen dies, um die Existenz eines Operators d auf jeder glatten Mannigfaltigkeit zu beweisen, der
die gewiinschten Eigenschaften aus dem R"™ erfiillt. Wir tun dies, indem wir eine invariante Formel fiir die duRere
Ableitung d angeben.

Die Definition von d im euklidischen Raum lautet wie folgt:

Definition 13.14. Seiw = ;wydz?* A--- A dz’* eine glatte k-Form auf einer offenen Teilmenge U C R".
Wir definieren ihre duf3ere Ableitung dw € Q*+! durch

d (Zw it A A dxjk> = dwy Ada? A--- Ada't, (13.13)
J J

wobei dw; das Differential der Funktion w ist. Somit kann (13.13) geschrieben werden als

d(Zdele/\.../\dxjk> Zz%da} Adzt A . A dat*. (13.14)
J

Wenn w beispielsweise eine 1-Form ist, impliziert (13.14)

d(w; da?) Z 3w] dz" A dx?

—Zaw] dx’ /\dxj—i—z%dxi/\dxj

1<J 1>7
8wj &ui : :
- I 990 G A da?
Z <81ﬂ oxJ ) vAa
1<]J
nachdem wir 5 und j in der zweiten Summe vertauscht und die Tatsache dz’ A dz* = —da® A da? verwendet haben.
Fiir eine glatte 0-Form f impliziert (13.14)
of
d, da?,
= ozt

was genau das Differential von f ist.
Betrachten wir einige Eigenschaften der duf3eren Ableitung im R, bevor wir ihre Definition auf einer Mannig-
faltigkeit betrachten.
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Vorschlag 13.15. Die dufSere Ableitung d erfiillt die folgenden Eigenschaften:
(a) dist linear iiber R.
(b) Wenn w € Q¥(U) und n € QY(U), mit U C R™ offen, dann gilt

dwAn) =dwAn+ (=1)Fw Adn. (13.15)

(¢) dod= 0. Dies zeigt insbesondere, dass Im(dy_1) C ker(dy).

(d) d kommutiert mit Riickziigen: Fiir offene Mengen U C R", V' C R™, eine glatte Abbildung F': U — V und
eine Form w € QF(V) gilt
F*(dw) = d(F*w). (13.16)

\ 7

Proof. Die Linearitét von d ist eine unmittelbare Konsequenz der Definition. Um (b) zu beweisen, geniigt es aufgrund
der Linearitit, Terme der Form w = udx! € QF(U) und n = vdz’ € Q'(U) fiir glatte reellwertige Funktionen v und
v zu betrachten. Wir berechnen
d(w An) = d((udz?) A (vdz?))

= d(uvda’ A dz?) (Linearitit von A iiber C*°(M))

= (vdu +udv) Adz! Ade? (Produktregel)

= (du Adz") A (vdz?) + (=1)F(udz’) A (dv Adz”)  (Assoziativitéit von A)

=dw An+ (=1)Fw A dn,

wobei der Faktor (—1)* daher riihrt, dass dv A dz! = (—1)¥dx! A dv, da dv eine 1-Form und dx! eine k-Form ist.

Beachten Sie, dass die gemischten zweiten Ableitungen fiir Funktionen kommutieren, daher gilt d o d = 0 fiir
0-Formen, d.h. fiir f € C°°(M).
Wir beweisen (c) zuerst fiir Funktionen (0-Formen). In diesem Fall gilt

ou . 0%u . ,
_ i) i j
dldu) = d (axj de )  Ozi0xd da’ N de

0%u 0%u . .
= E _ g J
2 ( e ; xi)da: ANdx? = 0.

Fiir den allgemeinen Fall haben wir

d(dw) = d > dwy Ada?

J—aufsteigend

= Z d(dwy) A dz’ — Z dwy A d(dz”) (unter Verwendung von (b))

J—aufsteigend J —aufsteigend

:07

wobei wir den Fall & = 0 fiir die Funktionen w; verwendet haben.
SchlieBlich, um (d) zu beweisen, geniigt es wieder, w = udxz™ A ... A dz’ zu betrachten. Fiir eine solche Form ist
die linke Seite von (13.16)

F*(d(udz™ A ... ANdx™)) = F*(du A dx™ A ... Adz'™*)
=duoF)ANd(z o F)A... ANd(z% o F),

und die rechte Seite ist

d(F*(udz™ A...Adz™)) =d((uo F)d(z" o F) A ... Ad(z" o F))
=duoF)Ad(xz o F)A...Ad(z" o F),

sodass sie gleich sind. O
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Wir moéchten nun die Situation im R™ nachahmen und die dufSere Ableitung auf Mannigfaltigkeiten definieren.
Offensichtlich méchten wir, dass der dufRere Ableitungsoperator d : Q*(M) — QF+1(M) die Eigenschaften aus
Proposition 13.15 erfiillt. Er sollte auch das Differential von Funktionen verallgemeinern. Im Gegensatz zum
Dachprodukt, dem inneren Produkt und den Riickzugoperationen, die wir frither definiert haben, ist die dufere
Ableitung keine punktweise Operation, sondern eine lokale Operation (d.h. sie hidngt von den ,nahegelegenen
Werten* ab).

Sei U C M offen. Fiir f € Q°(U) = C°°(U) haben wir bereits gesehen, dass df € Q!(U). Wir erhalten also eine
lineare Abbildung
d:Q%U) — QYU), fdf.

Lokal in jeder Koordinatenkarte haben wir

df = Z(&f)da:t

wobei wir die Kurzschreibweise 9; = % verwenden. Wir haben auch eine ,invariante Definition“ von df € Q!(U)
iiber

df(X)=Xf, VX eI(TU).

Nun sei w eine k-Form auf M, sodass lokal gilt

w= E Wiy, andT™ AL A datE
I

Wir verwenden (13.13), um die folgende Definition zu geben:

Definition 13.16. Die duRere Ableitung von w € QF(U) ist die (k + 1)-Form dw, gegeben durch die Formel

dw = Zdwil,_“@k Adx™ A ... Adx
I

) ) ) (13.17)
= Z 0i(Wiy .. i )dx" Adz** AL A dxt.
I

Bevor wir fortfahren, miissen wir klarstellen, dass das oben definierte dw wohldefiniert ist. Mit anderen Worten:
Die (k + 1)-Form dw sollte unabhéngig von der Wahl der Koordinatenkarten sein.

Dies konnen wir entweder dadurch zeigen, dass (13.17) bei einem Wechsel der Koordinatenkarte unveran-
dert bleibt, oder indem wir eine dquivalente, koordinatenfreie Definition angeben (iiblicherweise die invariante
Formulierung). Wir wihlen hier den zweiten Ansatz, der die Existenz des Operators d auf M beweist, welcher —
eingeschrinkt auf eine Koordinatenkarte (U, z) — zu (13.17) fiihrt.

Beginnen wir mit kleinen &, um die invariante Formel fiir dw zu finden:

e Firk=0,d.h. w= f € C~(U), kdnnen wir df als eine C*°(U)-lineare Abbildung
df :T(TU) — C*(U)
betrachten, fiir die gilt:
df(X)=Xf.

e Firk =1,d.h. w € QYU), ist dw € Q?(U) und sollte daher zwei Vektorfelder als Argumente und eine Funktion
als Ergebnis haben:
dw :T(TU) x T(TU) — C*=(U).

Unter Verwendung der Formel (13.17) erhalten wir einen invarianten Ausdruck. Schreiben wir w =}, w;dz?,
X =Y, X9, und Y =}, Y',. Dann ergibt sich

dw(X,Y) =Y (Ojw;)da’ A da' (X*0y, Y'0,)
ikl
= Z ((8JUJ1)XJY1 - (aij)XZYJ)
=X(w(Y)) - Y(w(X)) —w([X,Y]).
Wir erhalten also
dw(X,Y) = X(w(Y)) — Y(w(X)) — w([X,Y]).

92



S. DWIVEDI

e Fiir k = 2, d.h. w € Q?(U), kann man durch eine langwierige Rechnung zeigen, dass fiir die C°°(U)-trilineare
Abbildung
dw :T(TU) x T(TU) x T(TU) — C(U)

gilt:
dw(X,Y,Z2) =X (w(Y, Z2)) = Y(w(X, 2)) + Z(w(X,Y))
*W([X, Y]7Z) +w([X7 ZLY) *(U([Y, Z]vX)

Dies fiihrt uns zur folgenden invarianten Formel fiir dw:

Satz 13.17. Fiir jede w € QF(U) ist die (k + 1)-Form dw, aufgefasst als C>°(U)-multilineare Abbildung

dw : T(TU) x ... x T(TU) — C=(U),

k+1—mal
gegeben durch die Formel
dw(X1, ..., Xpt1) :—Z(— (V6 TS CRN () (13.18)
+Z D[ Xe, X1, X1, Xiy oo, Xy ooy Xig1)- (13.19)

1<J

\

Proof. Definiere dw iiber die Formel in (13.19). Wir miissen zeigen, dass

1. dw ein alternierender Tensor ist, d. h. fiir alle m < n gilt:
dw(Xl,...,Xm,...,Xn,...,Xk+1) = —dw(Xl,...,Xn,...,Xm,...7Xk+1).
Dass dies wahr ist, kann mithilfe von (13.19) iiberpriift werden.

(2) dw multilinear, genauer gesagt C*°(U)-linear auf U ist. Beachten Sie, dass dw offensichtlich R-linear ist. Wir
beweisen, dass fiir jedes f € C°(U) gilt:

dw(fX1, Xa, ..., Xgg1) = fdw(Xa, ..o, Xpi1).
Berechnen wir nun:

dw(le,XQ,...,Xk+1) :fX1( (XQ,.. Xk+1))
+ 3 D) TX (X X X))

i>1

+Z 1+l fXIa ]X27"'7)?’L'a"'an+1)
i>1

+ Z H_]OJ X“X] le,...,Xi,...,)?j,...,XkJrl)
1<i<y

:de(Xl,.. Xk+1)
+Z Z 1Xf (X17"'3‘)?i7"'7Xk+1)

i>1

_Z 1+1Xf (X17"'7Xi7"'uXk+1)
i>1

:deJ(X]_, s an-‘rl))

wobei wir im vorletzten Gleichheitszeichen die Eigenschaft ([fX,gY] = fg[X,Y] + (fXg9)Y — (¢Y f)X)
verwendet haben.

(3) Wir iiberpriifen nun, dass dw den lokalen Ausdruck (13.17) besitzt. Dies ist eine Ubungsaufgabe.
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Wir erhalten fiir das Dachprodukt, das innere Produkt und die Pullbacks (Riickziige) von Differentialformen auf
Mannigfaltigkeiten dieselben Formeln, wie wir sie fiir Formen auf Vektorrdumen hatten.

Das Dachprodukt (oder duflere Produkt) A : QF(U) x QLU) — QFL(U).
Zum Beispiel:

(dz' + 2d2?) A (do* A da® — do? A da® + 3dat A da®) = —Tdat A da® A da®.

Fiir jedes V € I'(T M) haben wir das innere Produkt iy : Q*(M) — QF~1(M) mit
VJUJ(Xh N >Xk71) = ivw(Xl, cee 7Xk71) = w(V, Xl, e 7Xk,1).
Fiir jede glatte Abbildung F : M — N hat man den Pullback F* : QF(N) — QF(M). Dieser ist punktweise iiber die
lineare Abbildung dF, : T,M — Tp,) N definiert. Wenn also w € Q*(N), dann gilt:
(F*w)p(X1,. .., Xp) = wpppy (dFp(X1), ..., dFp(Xk))-

Wir listen alle Eigenschaften im Zusammenhang mit Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten auf.

Lemma 13.18. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten. Angenommen, w € Q*(M), n € Q' (M), X € I'(TM)
und F : M — N sei eine glatte Abbildung. Dann gilt:

1. wAn=(-1FpAw.

2. F*(wAn) =F*w A F*n.
3. ix(wAn) = (ixw) An+ (—1)FwAixn.
4. dwAn) =dwAn+ (=1)Fw Adn.
5. ix cix = 0.
6. dod=0.
7. F*od=do F*.
Proof. Der Beweis verlauft analog zu den Beweisen, die wir fiir Vektorrdume gesehen haben. O

Definition 13.19. Eine Differentialform w heil%t geschlossen, wenn dw = 0. Eine Differentialform w € Q*(M)
heilt exakt, wenn w = d) fiir ein € Q*~1(M). Da d o d = 0, erhalten wir:

Jede exakte Form ist geschlossen.

13.6 Lie-Ableitungen von Differentialformen

Wir haben in § ?? Formeln zur Berechnung von Lie-Ableitungen glatter Tensorfelder hergeleitet, welche gleichermaléen
auf Differentialformen anwendbar sind. Im Fall von Differentialformen liefert die duf3ere Ableitung jedoch eine
wesentlich méichtigere Formel zur Berechnung von Lie-Ableitungen, was auch bedeutende theoretische Konsequenzen
hat.

Die Konzepte, die wir verstehen wollen, betreffen das Verhalten der Lie-Ableitung beziiglich: Dachprodukten,
inneren Produkten und der dufleren Ableitung. Wir beginnen mit dem Dachprodukt und erinnern daran, dass
das Dachprodukt w A 7 die Schiefsymmetrisierung des Tensorprodukts ist. Zudem zeigt Proposition 12.19, dass
Ly(A® B)=LyA® B+ A® Ly B gilt. Somit erhalten wir das Folgende:

Vorschlag 13.20. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, V € X(M) und w,n € Q*(M). Dann gilt:

ﬂv(w A\ ’17) = (va) AN+wA (['VTD-
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Das néchste Theorem ist eine der wichtigsten Gleichungen iiber die Ableitungen von Differentialformen. Es
liefert eine bemerkenswerte Formel fiir Lie-Ableitungen von Differentialformen, die auf Elie Cartan zuriickgeht, den
franzosischen Mathematiker, der die Theorie der Differentialformen erfunden hat.

Satz 13.21 (Cartans magische Formel). Auf einer glatten Mannigfaltigkeit M gilt fiir jedes glatte Vektorfeld
V und jede glatte Differentialform w:

Lyw = Vi(dw) + d(V w). (13.20)

Proof. Wir beweisen durch Induktion nach k, dass (13.20) fiir glatte k-Formen gilt. Wir beginnen mit einer glatten
0-Form f, wobei
Va(df)+dVaf)=Vadf =df(V)=V[f=Lv],
was gerade (13.20) entspricht.
Es sei nun k£ > 1 und angenommen, (13.20) sei bereits fiir Formen mit einem Grad kleiner als & bewiesen. Es sei
w eine beliebige glatte k-Form, die in glatten lokalen Koordinaten geschrieben ist als

szwIdx“ A A date.
I

Wir méchten die Induktionsvoraussetzung und den Induktionsanfang nutzen, daher schreiben wir f = z%* sowie
B = wrdxz® A ... A dx™ und stellen fest, dass jeder Term im Ausdruck von w in der Form df A 3 geschrieben
werden kann, wobei f eine glatte Funktion und § eine glatte (k — 1)-Form ist. Aus Korollar ?? wissen wir, dass
Lydf =d(Lyf)=d(Vf) gilt. Folglich ist

Ly (df AB) = (Lvdf) NB+df A(LyvB)
—d(Vf)AB+df AV 2dB+d(V 1 B)).

Andererseits berechnen wir unter Beachtung von V' . df = df (V) = V f:

Voad(df AB)+d(V s (df AB)) =V a(=df AdB)+d((V)B—df N(V 15))
=—(VHAB+df ANV 2dB)+d(VF)ANB+ (VB +df ANd(V 1),
wobei wir die Tatsache verwendet haben, dass V i(w A7) = (Viw) An + (=1)*w A (V) gilt. Somit ist
Ly(df NB) =V ad(df NB)+d(V s (df AB))
und (13.20) folgt per Induktion. O

Wir erhalten das folgende Korollar.

Folge 13.22 (Lie-Ableitung kommutiert mit d). Wenn V ein glattes Vektorfeld und w eine glatte Differential-
form ist, dann gilt:
ﬁv (dw) = d(ﬁvw)

Proof. Dies folgt aus Cartans Formel und der Tatsache, dass d o d = 0 gilt:
Lydw =V sd(dw)+ d(V sdw) = d(V sdw);
dLyw = d(V Jdw) +d(d(V Jw)) =d(V Jdw). O
Aufgabe 13.23. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und V' € X(M).
(a) Zeigen Sie, dass Ly o iy = iy o Ly gilt.
(b) Zeigen Sie, dass iy o Lyw = iy (V L dw) fiir jede glatte Form w gilt.

Unter Verwendung der invarianten Formel (13.19) fiir dw und Cartans magischer Formel erhalten wir eine weitere
Formel fiir die Lie-Ableitung einer Form.

Vorschlag 13.24. Wenn w eine glatte k-Form und X,Y1, ..., Y} glatte Vektorfelder auf einer glatten Mannig-

faltigkeit M sind, dann gilt:

(Lxw)(Yi,..., Vi) = X(@(V1,...,Y5) = Y w(Vi,...,[X, Yi],..., Y¢). (13.21)
i=1
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14. Integration auf Mannigfaltigkeiten

14.1 Zerlegungen der Eins

Wir beginnen unsere Diskussion mit einer der wichtigsten Klassen von glatten Funktionen, den sogenannten
Bumpfunktionen (oder Buckelfunktionen). Rufen Sie sich ins Gedéchtnis, dass wir diese Funktionen in unserem
Beweis des Tensorcharakterisierungslemmas verwendet haben. Wir beginnen mit der folgenden Tatsache aus der
reellen Analysis.

- \

Vorschlag 14.1. Die Funktion f : R — R, definiert durch

—1/t
ft) = {e  £>0, (14.1)

0, t<0,

ist glatt. O

Der Graph der Funktion sieht wie in der folgenden Abbildung aus.

Als Folge davon existiert fiir beliebige reelle Zahlen r; und ry mit r; < r, eine glatte Funktion h : R — R, so dass

h(t) =1, t <y,
0<h(t)<l, m <t<rs,
h(t) =0, t>ry
indem wir .
h(t) = flra —1)

flra—t)+ f(t —71)
mit f(t) wie in (14.1) definieren. Ein solches h wird als Abschneidefunktion (cutoff function) bezeichnet und sieht
wie in der folgenden Abbildung aus.

Wir konnen diese Konstruktion leicht auf R™ erweitern, wie das folgende Resultat zeigt.

Vorschlag 14.2. Fiir beliebige positive reelle Zahlen r < r gibt es eine glatte Funktion H : R™ — R, so dass

H(r)=1, x € B, (0)
0< H(z) <1, z€ By, (0)\ B (0) (14.2)
H(z) =0, x € R"\ B,,(0)

\ 7

Proof. Wir setzen H(x) = h(|z|), wobei h wie oben definiert ist. Offensichtlich ist H glatt auf R™ \ {0}, da sie dort
eine Komposition glatter Funktionen ist. Da sie auf B, (0) identisch gleich 1 ist, ist sie auch dort glatt. O
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Die in dieser Proposition konstruierte Funktion H ist ein Beispiel fiir eine glatte Bumpfunktion — eine glatte,
reellwertige Funktion, die auf einer vorgegebenen Menge gleich 1 ist und aul’erhalb einer vorgegebenen Umgebung
dieser Menge Null ist.

Wir kénnen nun Zerlegungen der Eins definieren.

Definition 14.3. Es sei M eine Mannigfaltigkeit und &/ = (U, )ac 4 eine beliebige offene Uberdeckung von
M. Eine der Uberdeckung I/ untergeordnete Zerlegung der Eins ist eine indexierte Familie (¢, ),c4 von
stetigen Funktionen v, : M — R mit den folgenden Eigenschaften:

(1) 0 < ¢o(z) <1fiiralle a € Aund alle z € M.
(i) supp ¥, C U, fiir jedes a € A.

(iii) Die Familie der Trager (supp ¥, )ac 4 ist lokal endlich, was bedeutet, dass jeder Punkt eine Umgebung
besitzt, die den Trager supp 1, fiir nur endlich viele Werte von « schneidet.

(V) > peca Va(z) = 1fiir alle 2 € M.

Wenn M eine glatte Mannigfaltigkeit ist, heif3t eine Zerlegung der Eins glatt, wenn jede der Funktionen 1,
glatt ist.

J

Aufgrund der lokalen Endlichkeitsbedingung (iii) besitzt die Summe in (iv) in einer Umgebung jedes Punktes
tatsdchlich nur endlich viele von Null verschiedene Terme, sodass keine Konvergenzprobleme auftreten.

Satz 14.4. Angenommen, M ist eine glatte Mannigfaltigkeit und U = (Uq)ac 4 ist eine beliebige indexierte offene
Uberdeckung von M. Dann existiert eine glatte, der Uberdeckung U untergeordnete Zerlegung der Eins.

Proof. Jede Menge U, ist fiir sich genommen eine glatte Mannigfaltigkeit und besitzt daher eine Basis B, aus
Koordinatenbéllen. Somit ist B = | J,, B, eine Basis fiir die Topologie von M. Da M eine Mannigfaltigkeit ist, besitzt
die Uberdeckung U/ eine abzihlbare, lokal endliche Verfeinerung { B;}, die aus Elementen von B besteht, und die
Uberdeckung {B;} ist ebenfalls lokal endlich.

Fiir jedes ¢ impliziert die Tatsache, dass B; ein Koordinatenball in einem U, ist, dass ein Koordinatenball B; C U,
mit B, O B, sowie eine glatte Koordinatenabbildung ¢; : B! — R" existieren, so dass ¢;(B;) = B,,(0) und
¢i(B;) = B,(0) fir gewisse r; < r; gilt. Fiir jedes 7 definieren wir eine Funktion f; : M — R durch

f' B Hz 0o Wi auf B;,
o auf M \ B;,

wobei H; : R” — R eine glatte Funktion ist, die in B,,(0) positiv und andernorts Null ist, wie in Proposition 14.2.
Auf der Menge B, \ B;, wo sich die beiden Definitionen tiberschneiden, liefern beide Definitionen die Nullfunktion.
Daher ist f; wohldefiniert und glatt, und es gilt supp f; = B;.

Wir definieren f : M — R durch

fz) = Zﬁ-(x»

Aufgrund der lokalen Endlichkeit der Uberdeckung {B;} besitzt diese Summe in einer Umgebung jedes Punktes nur
endlich viele von Null verschiedene Terme und definiert somit eine glatte Funktion. Da jedes f; {iberall nicht-negativ
und auf B; positiv ist, und jeder Punkt von M in einem B; liegt, folgt f(x) > 0 tiberall auf M. Folglich sind die
durch g;(z) = fi(z)/f(x) definierten Funktionen g; : M — R ebenfalls glatt. Aus der Definition folgt unmittelbar,
dass0<g; <lund )}, g; =1 gelten.

Schlieflich miissen wir unsere Funktionen so umindexieren, dass sie durch dieselbe Menge A wie unsere offene
Uberdeckung indexiert sind. Da die Uberdeckung { B!} eine Verfeinerung von i ist, kénnen wir fiir jedes i einen
Index a(i) € A so wihlen, dass B; C Uy, gilt. Fiir jedes o € A definieren wir ¢, : M — R durch

Yo = Z gi-
ita(i) =«

Wenn es keine Indizes ¢ gibt, fiir die a(i) = « gilt, ist diese Summe als die Nullfunktion zu interpretieren. Folglich
gilt:

suppva = | J Bi= |J BiCU.a

i:a(i)=« i:a(i)=a
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Jedes v, ist eine glatte Funktion, die 0 < ¢, < 1 erfiillt. Zudem ist die Familie der Trager (supp ¥4 )aca nach wie
vor lokal endlich und es gilt > ° ¥, =), g; = 1. Dies ist somit die gewiinschte Zerlegung der Eins. O

14.2 Top-Formen auf Mannigfaltigkeiten

Es sei M™ eine glatte Mannigfaltigkeit. Da Q*(M) = 0 fiir k > n gilt, nennen wir jede glatte n-Form eine Top-Form
auf M. Es sei p € M und (p, U) eine lokale Karte um p. Dann ist dz! A --- A dz™ eine Top-Form auf U. Beachten Sie,
dass fiir jedes g € U gilt: (dz' A ... Adz™), # 0, da an jedem g € U

(dl‘l VANREIWAN dm”)q(ah L. ,8n) = det(dl‘i(aj‘))lgi’jgn =1

gilt. Da zudem dim A"T; M = 1 ist, sehen wir, dass fiir jede Top-Form w auf U und jedes ¢ € U eine reelle Zahl ),
existiert, so dass
Wy = Ag(dzt Ao A d2™),.

Da w von der Klasse O ist, ist der Koeffizient \ als Funktion auf U ebenfalls C*°. Bis auf Multiplikation mit
Funktionen gibt es also eine ,kanonische Top-Form“ in der Karte. Dies muss global auf M natiirlich nicht zutreffen:
Fiir zwei Top-Formen w, n € Q™ (M) kann es vorkommen, dass w, = 0,w, # 0 gilt, wahrend 7, # 0, n, = 0 ist, sodass
keine Funktion f € C*°(M) mit w = fn oder n = fw existiert.

Insbesondere erhalten wir beim Koordinatenwechsel von (z},,...,z%) zu (z}, ..., z}) auf U zwei Top-Formen,
namlich dz! A ... A dz” und dxé A ... Adzj. Diese miissen durch eine glatte Funktion auf U miteinander verkniipft
sein.

Vorschlag 14.5. Wenn ¢ : R™ — R™ um ein Diffeomorphismus ist und y = ¢(x), dann gilt

O*(dy' A ... Ady™) = det(dpy) dzt A ... A da™.

1 ..., ¢") schreiben, dann gilt o*y’ =y’ 0 p = ¢’. Also:

Proof. Wenn wir ¢ = (¢
O (dyt AL Ady™) =dpt AL A dp™.

Da jedoch
de' A ANde" (07, ..., 0%) = det(dpy)

gilt, erhalten wir
de' A ... ANde™ = det(dp,) dzt A ... A da™.

O

Es seien nun (¢, U, V,) and (¢g, U, V3) zwei Koordinatenkarten. Dann ist die Koordinatenwechselabbildung
Yap = s o @, ', welche o, (x) auf y = pg(z) abbildet. Wir erhalten also

(<paﬁ)*(go[§1)*dx}3 Ao ANdx = det(dpag) (1) dal Ao A dal.
Da (ap)*(95')" = (95 ©pap)” = ¢, ' gilt, gelangen wir zu

dx}j A ... Ndrj = det(dpag) dzl AL A dah.

14.3 Orientierbarkeit

Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension m und w € Q™ (M) eine glatte m-Form. Wir wollen das Integral
J,; w definieren. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass w ihren Tréger in einer Karte (o, U, V') mit Koordinaten
{z!',...,2™} hat. Dann kénnen wir

w= f(p(x))dz' A...Adx™

schreiben, wobei f eine glatte Funktion auf V ist. Mithilfe der euklidischen Differentialform f(z)dz!...dz™ auf V/
ist es naheliegend, das Integral wie folgt zu definieren:

/ w = / f(x)dxl co.dx™. (14.3)
U 1%
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Wie iiblich muss man dann iiberpriifen, dass das Integral auf der rechten Seite unabhingig von der Wahl der
Koordinatenkarten ist. )
Wir betrachten also zwei Koordinatensysteme (., U, V,) und (¢g, U, V) auf U mit der Ubergangsabbildung
_ ~1. _ _ ; T
Yap =g o @, Vo = Vs, welche z, = () auf x5 = pp(z) abbildet. Dann gilt:

w= fg(x[;)dx}; Ao Ndxg = fa(pap(Ta)) det(dpag)dzl A ... A dz

Damit die Definition wohldefiniert ist, ben6tigen wir also

y fg(xg)dxg codag = , T5(pap(ra)) det(dpag)del, ... dzT
5 o

Ungliicklicherweise ist dies nicht immer wahr: Aus der mehrdimensionalen Analysis wissen wir, dass fiir Integrale
von Funktionen mehrerer Variablen

/f(x)d:rl coodz™

gilt: Wenn ¢ : V7 — V5 ein Diffeomorphismus ist, dann gilt die Transformationsformel (y = ¢(x)):
f(z)dy' ... .dy™ = flo(x))| det(dp)(z)|dzt ... dz™. (14.4)
Va Vi
Um also die Gleichheit

fﬁ(:cﬁ)dxé coodrg = / fa(pap(xq)) det(dpas)(xa) dxi oo dxl
Vs Vo

zu garantieren — und damit die Unabhéngigkeit der Definition von der Wahl der Karten —, miissen wir
det(dpap) >0

fiir alle Karten voraussetzen. Dies motiviert die folgende Definition.

Definition 14.6. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n. Zwei Karten (¢q,Us, V,) und
(¢s,Up, V3) heillen orientierungskompatibel, wenn die Ubergangsabbildung .5 = pg0 ¢, ' die Bedingung

det(dpas)p >0

fiir alle p € o (Uy N Up) erfiillt.

Eine Orientierung von M ist ein Atlas A = {(¢a,Ua,Va) | @ € A}, dessen Karten paarweise orien-
tierungskompatibel sind.

Wir sagen, M ist orientierbar, wenn M eine Orientierung besitzt.

Bemerkung 14.7. Es sei U eine Karte mit Koordinaten {z, ..., 2™}. Wir verwenden die Notation —U, um dieselbe
Koordinatenkarte U, jedoch mit ,gespiegelten“ Koordinaten {—z!, 2%, ..., 2™} darzustellen. Dann sind —U und U
nicht orientierungskompatibel. Es sei U eine beliebige andere Koordinatenkarte, so dass UNU # () zusammenhdngend
ist. Dann gilt entweder, dass

e U und U orientierungskompatibel sind,
oder, dass
e U und —U orientierungskompatibel sind.

Als Konsequenz sehen wir sofort:

Folge 14.8. Wenn M zusammenhdngend und orientierbar ist, dann ldsst M genau zwei verschiedene Orien-
tierungen zu.

Beispiel 14.9. Fiir den reellen projektiven Raum RIP" haben wir einen Atlas konstruiert, der aus n + 1 Karten besteht.
Wir haben gesehen, dass RP" fiir ungerades n orientierbar ist. Es stellt sich heraus, dass RP" fiir gerades n nicht
orientierbar ist.
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14.4 Integration von Top-Formen auf glatten Mannigfaltigkeiten

Wir nehmen nun an, dass M eine glatte, orientierbare m-Mannigfaltigkeit ist, und fixieren eine Orientierung A auf
M. Es sei w eine beliebige glatte m-Form auf M. Um | 1 w zu definieren, nehmen wir zunéchst an, dass w ihren
Trager in einer Koordinatenkarte (p, U, V') hat, die mit der Orientierung .A kompatibel ist. In diesem Fall existiert
eine in U unterstiitzte Funktion f, so dass

w= flo(x))dz' A...Adz™.

In diesem Fall definieren wir einfach

/Uw::/‘/f(:r)dxl...d:cm, (14.5)

wobei die rechte Seite das Lebesgue-Integral auf V' C R™ ist. Wir setzen voraus, dass f integrierbar ist. In dem, was
folgt, sind die auftretenden Funktionen f kompakt unterstiitzt und folglich integrierbar.

Um eine allgemeine m-Form w € Q" (M) zu integrieren, wéhlen wir eine lokal endliche Uberdeckung {U.,, } von M
aus Karten, die mit der Orientierung .A kompatibel sind. Es sei {1, } eine dieser Uberdeckung {U,,} untergeordnete
Zerlegung der Eins. Da jedes 1, in U, unterstiitzt ist, ist auch jedes ¢, w in U, unterstiitzt. Wir definieren:

= aW. 14.6

Wir sagen, dass w integrierbar ist, wenn die rechte Seite fiir jede solche Uberdeckung und jede solche Zerlegung der
Eins absolut konvergiert. Dies ist beispielsweise dann der Fall, wenn w kompakt unterstiitzt ist.

Es bleibt zu iberpriifen, dass die Definition (14.6) unabhingig von der Wahl der orientierungskompatiblen
Koordinatenkarten und unabhéngig von der Wahl der Zerlegung der Eins ist.

Satz 14.10. Angenommen, w ist kompakt unterstiitzt oder allgemeiner w ist integrierbar. Der Ausdruck (14.6)
ist unabhdngig von der Wahl von {U, } und der Wahl von {1 }.

Proof. Wir zeigen zuerst, dass (14.5) wohldefiniert ist. Das Argument ist im Wesentlichen dasselbe wie im euklidis-
chen Fall: Wenn w in U unterstiitzt ist und wenn {x? } und {2} } zwei orientierungskompatible Koordinatensysteme
auf U sind, so dass

w= fodx A Adz™ :fgdxlﬁ/\.../\dm%”,

dann wollen wir zeigen, dass
/ fadzl ... de™ = fgdx}; codr
Va Vs
gilt. Dies ist korrekt, da
dag A...Ada = det(dpag)day A ... Adal

die Beziehung f, = det(dy.g)fs impliziert. Da det(dyag) > 0 ist, folgt das Resultat aus der Transformationsformel
im R™.

~ Um zu beweisen, dass (14.6) wohldefiniert ist, nehmen wir an, dass {U,} und {Us} zwei lokal endliche
Uberdeckungen von M aus orientierungskompatiblen Karten sind, und {¢, } bzw. {ps} untergeordnete Zerlegungen
der Eins zu {U, } und {Ug} sind. Dann ist {U, N Ug} eine neue lokal endliche Uberdeckung von M und {¢aps} ist
eine dieser neuen Uberdeckung untergeordnete Zerlegung der Eins. Es geniigt zu zeigen, dass

XQ:AQ Yaw = ;LamUﬁ Yappw

gilt. Dies ist der Fall, da fiir jedes feste « gilt:

[ oo (o= v
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14.5 Transformationsformel

Schlieflich erweitern wir die Transformationsformel vom R™ auf Mannigfaltigkeiten.

Definition 14.11. Es seien M, N orientierbare glatte n-Mannigfaltigkeiten mit den Orientierungen A bzw. B.
Ein Diffeomorphismus ¢ : M — N heil’t orientierungserhaltend, wenn fiir jede Karte (3, X,Y3) € B die
Karte (15 0 ¢, =1 (Xp),Ys) auf M orientierungskompatibel mit A ist.

Angenommen, M und N sind zusammenhidngend. Es ist leicht zu sehen, dass ein Diffeomorphismus ¢ :
M — N genau dann orientierungserhaltend ist, wenn eine Karte (13, Xg,Y3) € B existiert, so dass die Karte
(Y 0 p, o~ (Xs),Ys) auf M orientierungskompatibel mit A ist. Falls analog eine Karte (y3, X, Y3) € B existiert,
so dass die Karte (15 o ¢, o~ *(Xp),Yp) auf M inkompatibel mit A ist, dann ist fiir jede Karte (y5, X3, Y3) € B die
Karte (15 o ,p~1(Xp),Ys) auf M inkompatibel mit A. In diesem Fall sagen wir, dass ¢ orientierungsumkehrend ist.

Wir formulieren nun:

Satz 14.12 (Die Transformationsformel). Angenommen, M, N sind n-dimensionale orientierbare glatte Mannig-
faltigkeiten und ¢ : M — N ist ein Diffeomorphismus.

/cp*wz/w.
M N

1. Wenn ¢ orientierungserhaltend ist, dann gilt

2. Wenn ¢ orientierungsumkehrend ist, then gilt

Proof. Es geniigt, dies in lokalen Karten zu beweisen, in welchem Fall es sich lediglich um die Transformationsformel
im R™ handelt. O

Bemerkung 14.13. Wenn w eine kompakt unterstiitzte k-Form auf M mit k¥ < m = dim M ist, dann kann man w
nicht {iber M integrieren. Fiir jede k-dimensionale orientierbare Untermannigfaltigkeit X C M kann man jedoch [, w
definieren, indem man es auf | + tw setzt, wobei ¢« : X — M die Inklusionsabbildung bezeichnet. Auf diese Weise
erhalten wir eine , Paarung” zwischen k-Formen auf M und k-dimensionalen orientierbaren Untermannigfaltigkeiten
in M.

14.6 Volumenform und Volumenmaf}

Als Néchstes zeigen wir, dass Orientierbarkeit durch die Existenz bestimmter Top-Formen charakterisiert werden
kann:

Satz 14.14. Eine m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit M ist genau dann orientierbar, wenn M eine nirgends
verschwindende glatte m-Form p zuldsst.

Proof. Es sei zunichst p eine nirgends verschwindende glatte m-Form auf M. Dann existiert auf jeder lokalen
Karte (U,z',...,2™) (wobei U stets als zusammenhédngend gewahlt wird) eine glatte Funktion f # 0, so dass
= fdx' A...Adx™ gilt. Daraus folgt:

(O, 0m) = f #0.

Wir kénnen eine solche Karte um jeden Punkt stets so wihlen, dass f > 0 gilt, andernfalls ersetzen wir ' durch —x'.
Angenommen, (U,,z},...,27) und (Ug, mé, ..., x}}') seien zwei solche Karten, so dass auf dem Schnitt U, N Ug

fdz:(ly/\.../\dxgn:u:gdmk/\.../\dng:gdet(dcpaﬂ)dzé/\.../\dxgn

gilt, wobei f,g > 0 sind. Daraus folgt det(dp.s) > 0. Somit bildet der auf diese Weise konstruierte Atlas eine
Orientierung.

Umgekehrt nehmen wir an, dass A eine Orientierung ist. Fiir jede lokale Karte U, in A setzen wir

fo = dzl AL A d2™.

101



DIFFERENTIAL GEOMETRY

Wir wihlen eine der offenen Uberdeckung {U, } untergeordnete Zerlegung der Eins {v,, }. Wir behaupten, dass
pi= Z Yalla

eine nirgends verschwindende glatte m-Form auf M ist. In der Tat existiert fiir jedes p € M eine Umgebung U von p,
so dass die Summe ) 1, p, eine endliche Summe Zle 1, ju; ist. Daraus folgt nahe p:

k
pdf,...,0}) = > (detdp;) i > 0.

=1

Sodass p # 0 nahe p gilt. O

Definition 14.15. Eine nirgends verschwindende glatte m-Form p auf einer m-dimensionalen glatten Man-
nigfaltigkeit M wird als Volumenform bezeichnet.

Bemerkung 14.16. Wenn M orientierbar ist und p eine Volumenform ist, dann werden die beiden Orientierungen
von M durch p bzw. —p représentiert. Wir bezeichnen die beiden Orientierungen mit [u] und [—p].

Bemerkung 14.17. Insbesondere lassen sich auf jeder Lie-Gruppe Begriffe wie linksinvariante Differentialformen
definieren. Da jede Lie-Gruppe orientierbar ist (Ubung), existiert auf jeder Lie-Gruppe G eine linksinvariante
Volumenform. Die mit einer linksinvarianten Volumenform auf Lie-Gruppen assoziierten Malse werden als Haar-
Maf3e bezeichnet.

102



S. DWIVEDI

15. Der Satz von Stokes

15.1 Orientierungen auf Mannigfaltigkeiten mit Rand

Wir beginnen unsere Diskussion iiber Mannigfaltigkeiten mit Rand. Es handelt sich dabei um ein Konzept, das
dem einer Mannigfaltigkeit fast identisch ist, jedoch lassen wir nun auch Punkte im ,Rand“ zu, welche dadurch
charakterisiert sind, dass jede Umgebung eines solchen Punktes wie ein Teil eines ,,Halbraums® aussieht. Sei

R ={(z',...,2™) | 2™ > 0}.

Wir haben Folgendes:

Definition 15.1. Ein topologischer Raum M heif3t eine m-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit mit
Rand, wenn er hausdorffsch und zweitabzéhlbar ist und wenn fiir jedes p € M eine Umgebung U von p
existiert, die homéomorph zu R™ oder R ist. Wir definieren den Rand von M als

OM = {p € M | p besitzt keine Umgebung in M, die homéomorph zu R™ ist}.

J

Somit gilt p € 0M genau dann, wenn p eine Umgebung besitzt, die homéomorph zu R ist, sodass p auf den
Rand OR7 = {(z',...,2™) | 2™ = 0} abgebildet wird. Wir nennen

int(M) =M\ oM
das Innere von M.
Beispiel 15.2. Die abgeschlossene Einheitskugel

B™(1) ={z e R™ | [z[ <1}
ist eine glatte Mannigfaltigkeit mit Rand, und ihr Rand ist 9B™(1) = S™~ 1.

Lemma 15.3. Wenn M™ eine glatte Mannigfaltigkeit ist, dann indugziert die glatte Struktur auf M eine glatte
Struktur auf OM, die sie zu einer (m — 1)-dimensionalen glatten Mannigfaltigkeit macht.

Proof. Seip € OM und sei (U, z!,...,2™) eine Karte aus der glatten Struktur von M, die homéomorph zu einer
offenen Teilmenge von R" ist. Dann ist

UNOM = (z*,...,2™) | 2™ =0,
und folglich ist (U N OM, z?,... 2™ 1) eine Karte auf O M. O

Sei nun M eine orientierbare glatte Mannigfaltigkeit mit Rand und [u] eine Orientierung auf M. Dies bedeutet,
dass € Q™ (M) nirgendwo verschwindet. Wir erhalten eine induzierte Orientierung auf 0M. Die induzierte
Orientierung auf OM ist wie folgt definiert: Angenommen, lokal in der Nidhe des Randes gilt

p=fdet Ao ANdz™

mit f > 0. Dann definieren wir die induzierte Orientierung auf 9 M lokal als diejenige, die durch die Differential-
form

n=(-D)™dz' A---Adz™ " (15.1)

reprasentiert wird. Durch die Wahl einer Partition der Eins konnen wir diese lokalen (m — 1)-Formen auf M
zu einer globalen, nirgendwo verschwindenden (m — 1)-Form auf M zusammenfiigen. Die Eigenschaft, dass 7
nirgendwo verschwindet, folgt aus der entsprechenden Eigenschaft von p. Somit erhalten wir aus Theorem 14.14
eine Volumenform, die eine Orientierung auf M definiert, welche von der Orientierung auf M induziert wird.

Wir erkldren, warum 7 in (15.1) diese Form hat. Beachte, dass in Koordinatenkarten nahe dem Rand M durch
™ > 0 definiert ist. Also ist —z™ die ,nach auflen zeigende Normale“ von M, und diese Randorientierung ist so
gewahlt, dass gilt:

d(—z™)An=d(—z™) A (=1)"dz' A Ade™ T =dat A A da™.
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15.2 Der Satz von Stokes

Nun kénnen wir unseren Hauptsatz formulieren und beweisen:

' ")

Satz 15.4 (Satz von Stokes). Sei M eine glatte orientierte m-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand O M und
der induzierten Orientierung. Fiir jede w € Q™ ~1(M) mit kompaktem Trdger gilt

/ Lng:/ dw, (15.2)
oM M

wobei 1oy : OM — M die Inklusionsabbildung ist.

\. J

Proof. Der Beweis ergibt sich aus den folgenden drei Féllen, die wir einzeln behandeln: (1) w hat seinen Trager in
einer Karte U, die diffeomorph zu R™ ist. (2) w hat seinen Tréger in einer Karte U, die diffeomorph zu R ist. (3)
Der allgemeine Fall.

Fall (1): Daw = 0 auf M gilt, ist [, 15,,w = 0. Um [, dw zu berechnen, setzen wir

w:Z(—l)i_lfidxl/\---/\c@/\--#\dwm,
wobei die f; glatte Funktionen mit kompaktem Trager sind. Dann haben wir unter Verwendung der Formel fiir
die dulBere Ableitung:

afi

dw —
w oz’

dz' A+ A da™.

Nach Definition folgt:

[ o= [ 3 gt o

= Z/*le(/ gfz >d;z;1.--d/;;i...dxm

Satz von Fubini ¢

= Z/*]Rm—l (Sli)ngofi(s)— lim fl(3)> da e i d™

~~ - s——00
Hauptsatz

207

da f; einen kompakten Tréger hat. Damit ist (15.2) in Fall 1 wahr.

Fall (2): Wir haben dieselbe Formel zur Berechnung von [ s dw, mit Ausnahme des Terms fiir i = m, da in diesem
Fall eine der Grenzen 0 statt —oo ist. Wir haben

/dw:/ ( 8fmd )dx1-~-dxm1:—/ f(zt, o 2™ 0)dat - da™ L
M Rm—1 0 8277” Rm—1

Andererseits sehen wir, da ™ = 0 auf oM gilt:

hyw = (=)™t o a™ L 0)dat A Adae™ T = —f (2t 2™ 0) - (1) det A Ade™ T

Also

/ Lng:/ (—fm(zt, ... 2™ 0))dat - - - da™ ! :—/ fm(t, . 2™ 0)dat - da™ ! :/ dw,
oM Rm 1 Rm—1 o

was (15.2) entspricht.

Fall (3): Im Allgemeinen iiberdecken wir die kompakte Menge supp(w) mit endlich vielen Koordinatenkarten und
wiéhlen eine Partition der Eins {; }, die dieser Uberdeckung untergeordnet ist. Dann gilt

AMLBMW_E;/E)MLBM(%‘ = Z/ (Yiw) ;/deiAer/de—/de7

Stokes in einer Karte ?
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da

Z/Md%/\W:/Md(Z%)/\wzo.

Wir sehen einige einfache Konsequenzen:

1. Sei M = [a,b) und w = f € C*°(M) = QY(M). Dann ist

/M i = /ab %daz - /E)[a,b] f=f)— f(a).

113

2. Wenn 9M = (), dann gilt fiir jede (m — 1)-Form w mit kompaktem Tréger [,, dw = [, w = 0. Zum Beispiel
gilt fiir jede glatte Funktion f : S' — R, dass [, df = 0.

3. Satz von Green: Sei D ein kompaktes Gebiet in R? und P,Q € C*°(D). Dann gilt

/ (3Q - 3P> dxdy = / Pdx + Qdy.
p \90x Oy oD
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