DIFFERENTIAL GEOMETRY

Betrachten wir einige Nicht-Beispiele glatter Einbettungen. Im Folgenden geben wir einige Beispiele, in denen
eines der Kriterien fiir eine glatte Einbettung fehlschlégt.

Beispiel 7.18 (Eine glatte topologische Einbettung). Die Abbildung « : R — R2, gegeben durch () = (3,0), ist
eine glatte Abbildung und eine topologische Einbettung, aber sie ist keine glatte Einbettung. Die Abbildung ~ ist glatt
und eine topologische Einbettung, denn

Y(R) = {(z,0) : € R},
was die z-Achse in R? ist. Die Umkehrabbildung vom Bild +(R) nach R ist gegeben durch

7_1(33’ 0) = \S/5

Da x — /x stetig ist, ist v~ ! stetig. Daher ist -y ein Homdomorphismus von R auf sein Bild, also eine topologische
Einbettung.
Aber ~ ist keine glatte Einbettung, denn

7' (t) = (3t%,0).
Insbesondere gilt bei ¢t = 0
7'(0) = (0,0).
Somit ist das Differential
d")/o :THR — T(070)R2
die Nullabbildung, also nicht injektiv.
Beispiel 7.19 (Die Acht-Kurve). Betrachte die Kurve 3 : (=7, 7) — R?, definiert durch
B(t) = (sin2t, sint).
Thr Bild sieht wie eine Acht in der Ebene aus, siehe die Abbildung unten. Wir zeigen, dass 3 keine glatte Einbettung
ist. Es gilt
B'(t) = (2cos2t,cost),

und daher gilt 3'(t) # 0 fir alle ¢t € (—,7), denn bei t = 5 gilt /() = (2cosm,cos §) = (—2,0) # 0. Und bei
t =0 gilt #/(0) = (2,1) # 0.

36



S. DWIVEDI

Wir {iberpriifen, dass 3 kein Homéomorphismus auf sein Bild ist. Die Umkehrabbildung 3=! : 3((—m, 7)) —
(—m, ) ist nicht stetig. Beachte zunéchst, dass

B(0) = (sin 0, sin 0) = (0, 0).

Definiere nun die Folge

1
t,=m—— € (—m,m), n>2.
n
Dann gilt ¢,, — = fiir n — oo, und
sin2t,, = sin(2r — 2) = —sin 2 — 0,

sint,, = sin(7r — %) = Sin% — 0.
Daher gilt

B(tn) = (-sin 2, sin 1) — (0,0) =p(0)  inR%.

Also gilt 5(t,,) — (0) in der Teilraumtopologie auf 5((—m,7)).
Wire 5~ stetig, so miisste gelten

B7HB(tn)) = tn — B71(0,0) = 0.
Aber t,, — 7 # 0. Daher ist 37! bei (0,0) nicht stetig, also ist 3 kein Homéomorphismus auf sein Bild.

Beispiel 7.20. Sei T? = S! x S! der 2-Torus, und sei « eine beliebige irrationale Zahl. Die Abbildung v : R — T2,
gegeben durch

,Y(t) _ (627rit eQTriat)
- ) K

ist eine glatte Immersion, da 7/(¢) niemals verschwindet. Sie ist auch injektiv, denn ~(¢1) = ~(t2) impliziert, dass
sowohl ¢; — t5 als auch at; — ats ganze Zahlen sind, was unmoglich ist, aufSer wenn ¢; = ¢, gilt. Allerdings ist v kein
Homoomorphismus auf sein Bild. Um dies zu sehen, sei ¢ > 0. Dann kdnnen wir n,m € Z finden mit |an — m| < e.

Somit gilt
[y(n) = 4(0)] = |(™", e*™™) — (1,1)]
— I(LeQman) _ (17 l)l

_ eQ‘m’ml

S IeQ‘rriom
< 27 (an — m)|
< 27e.

Dabher gilt v(0) € ~(Z), aber Z hat keinen Haufungspunkt in R.

Natiirlich ist v fiir & € Q nicht einmal injektiv.

Dense curve on 72: y(t) = (€?™, e
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7.4 Untermannigfaltigkeiten

Wie der Name andeutet, sollten Untermannigfaltigkeiten Teile einer Mannigfaltigkeit sein, die selbst Mannig-
faltigkeiten sind. Dies ist der Begriff, den wir in diesem Abschnitt prazisieren wollen. Wir werden zwei Moglichkeiten
angeben, eine Untermannigfaltigkeit zu definieren. Erinnern wir uns zunéchst aus der linearen Algebra daran, dass
ein linearer Unterraum eines Vektorraums, zum Beispiel

RY x {0} = {(«*,...,2%0,...,0) e R" | (z!,...,2%) € R} C R™. (7.6)

definitiv selbst eine Mannigfaltigkeit ist und tatsachlich das typische Beispiel einer Untermannigfaltigkeit darstellt. In
der Tat sieht jeder /-dimensionale Unterraum eines n-dimensionalen Vektorraums nach einer geeigneten linearen
Koordinatentransformation wie (7.6) aus. Der Begriff der glatten Untermannigfaltigkeit verallgemeinert diese Idee.
Wir beginnen zunéchst mit der folgenden Definition.

Definition 7.21 (Schnittkarten). Eine Karte (i, ¢) auf einer n-Mannigfaltigkeit M hei3t eine {-dimensionale
Schnittkarte fiir eine Teilmenge L C M, falls

LNU =z YR x {0}),

d.h. die Punkte in &/ gehéren genau dann zu L, wenn ihre Koordinaten 2‘*!, ... 2" verschwinden.

Definition 7.22. Sei M eine glatte n-Mannigfaltigkeit. Eine Teilmenge L C M heif3t eine /-dimensionale
glatte Untermannigfaltigkeit von M, falls M eine Sammlung glatter Schnittkarten fiir L besitzt, deren
Definitionsbereiche jeden Punkt von L {iberdecken.

Beispiel 7.23. Wenn wir Polarkoordinaten zur Beschreibung der glatten Struktur auf S' C R? mit den beiden Karten
(U, 6) und (V, ¢) verwenden, wobei §(U) = (0,27) und ¢(V) = (—x, «) gilt, dann sind diese beiden Koordinaten auf
offenen Teilmengen von S! definiert, besitzen aber auch natiirliche Erweiterungen auf offene Teilmengen von R?,

namlich

U ={tveR?|vel t>0}, V:={tvecR*|veV,t>0}

Erinnern wir uns daran, dass eine 1-dimensionale Schnittkarte fiir S' C R? eine Karte (U, (z!, 2?)) auf R? ist,
sodass ein Punkt von U/’ genau dann auf S* liegt, wenn 22 = 0.

Definiere die radialen und Winkelkoordinaten auf R? \ {0} wie iiblich und setze
p:=r—1 sodass S'={r=1}={p=0}.
Definiere

U =R\ ({0} U{(z,0) |z >0}).

Dies ist R? ohne den Ursprung und ohne die positive z-Achse. Die Koordinatenabbildung ist
@, p): U — (0,27) x (—1,00),
wobei 0 € (0,27) der Polarwinkel ist und p = /22 + y? — 1. Dann gilt

stnu' = (0,p) (R x {0}),

dap=0 <= r = 1. Ebenso gilt

V =R\ ({0} U{(2,0) | = < 0}).

Dies ist R? ohne den Ursprung und ohne die negative z-Achse. Die Koordinatenabbildung ist

(¢7 p) : V/ - (_7T77T) X (_1700)7
wobei ¢ € (—m, 7) der Polarwinkel ist und p = /22 + y? — 1. Dann gilt

SOV = (6,0) "M (R x {0}).
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Also gilt S* c ¢4’ UV, und die beiden Schnittkarten iiberdecken jeden Punkt von S*. Dies bestétigt, dass S* eine
glatte 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R? ist.

Beweisen wir nun, dass eine Untermannigfaltigkeit einer Mannigfaltigkeit auch selbst eine Mannigfaltigkeit ist.

Vorschlag 7.24. Ist L eine (-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit einer n-dimensionalen C*-Mannigfaltigkeit
M, dann erbt L auf natiirliche Weise von M die Struktur einer {-dimensionalen C*-Mannigfaltigkeit, sodass die
Inklusionsabbildung i : L — M von der Klasse C* ist. Aufserdem ist fiir jedes p € L der Tangentialraum T, L auf
natiirliche Weise ein (-dimensionaler linearer Unterraum von T, M.

Proof. Wir ordnen jeder Schnittkarte (i/,«) fiir L C M eine Karte der Form (U N L, x,) auf L zu, wobei wir die
Koordinatenprojektion

verwenden, um

I'L:W[O{L‘h,{mLIZ/[ﬂL—}Re

zu definieren. Da L eine Untermannigfaltigkeit ist, kann L durch Schnittkarten iiberdeckt werden, und daher
definiert die Sammlung aller Karten dieser Form einen Atlas auf L. Wir iiberpriifen nun die Kompatibilitdtsbedin-
gungen. Gegeben seien zwei solche Karten ({4 N L, z;) und (VN L,y;), die von zwei C*-kompatiblen Schnittkarten
(U, x) und (V,y) stammen. Die Ubergangsabbildung y o z~! erhilt den Unterraum R’ x {0} ¢ R™, und ihre Ein-
schrinkung auf den Schnitt ihres Definitionsbereichs mit diesem Unterraum ist die Ubergangsabbildung y;, o z;'.
Diese ist daher von der Klasse C*, da y o 2~! von der Klasse C* ist. Ebenso folgen die Zweite Abzéhlbarkeit und die
Hausdorff-Eigenschaft fiir L aus den entsprechenden Eigenschaften von M, und somit ist L eine C'*-Mannigfaltigkeit.
Die Inklusionsabbildung ¢ : L < M sieht beziiglich jeder Schnittkarte (I, ) und der zugehoérigen Karte (U N L, x1)
auf L wie

(zb,..., 2% — (z*,...,2°0,...,0)

aus. Dies ist offensichtlich glatt, also ist die Inklusion von der Klasse C*.2

Fiir jedes p € L ist die Tangentialabbildung di, : T,,L — T}, M einfach die kanonische Inklusion T}, — T,,M, die
dadurch definiert ist, dass man jede Kurve in L als Kurve in M auffasst. Da ihr Bild ein linearer Unterraum ist, liefert
sie einen kanonischen Isomorphismus von 7, L auf einen linearen Unterraum von T, M. O

Somit ist eine Untermannigfaltigkeit L. C M eine Mannigfaltigkeit, und von nun an werden wir annehmen, dass
L mit der in Proposition 7.24 beschriebenen differenzierbaren Struktur versehen ist.

Aufgabe 7.25. Angenommen, M und N sind beide C*-Mannigfaltigkeiten und f : M — N ist eine Abbildung der
Klasse C*. Beweise:

(a) Fiir jede C*-Untermannigfaltigkeit L C M ist die Einschrankung f|; : L — N ebenfalls eine Abbildung der
Klasse C*.

(b) Ist L C N eine C*-Untermannigfaltigkeit mit f()/) C L, dann ist die resultierende Abbildung f : M — L
ebenfalls von der Klasse C*.

7.5 Einbettungen und Niveaumengen

Wir versuchen nun, die Beziehung zwischen Einbettungen und Untermannigfaltigkeiten zu verstehen. Dies wird uns
auch ermoglichen, viele weitere Beispiele von Untermannigfaltigkeiten zu erzeugen. Das Hauptergebnis in dieser
Richtung ist das folgende.

[ Satz 7.26. Ist f : M — N eine Einbettung, dann ist ihr Bild f(M) eine glatte Untermannigfaltigkeit von N. ]

2Erinnern wir uns daran, dass es, wenn sowohl L als auch M Mannigfaltigkeiten der Klasse C* mit k < oo sind, keinen Sinn ergibt zu sagen,
dass die Inklusion L — M glatt ist, auch wenn sie in den speziellen lokalen Koordinaten, die wir gewéhlt haben, glatt aussieht. Der Punkt ist, dass
man auch andere Koordinaten wihlen kénnte, in denen sie immer noch wie eine Abbildung der Klasse C'* aussieht, aber nicht notwendigerweise
wie eine Abbildung der Klasse C'*°.

39



DIFFERENTIAL GEOMETRY

Proof. Wir wollen Schnittkarten fiir f(M) C N konstruieren. Sei ¢ € f(M). Da f injektiv ist, gibt es einen
eindeutigen Punkt p € M mit f(p) = ¢q. Da f eine Immersion ist, liefert der Rangsatz 7.11 Karten (i, z) auf M und
(V,y) auf N mit z(p) = 0 und y(q) = 0, sodass y o f o x~! die Form (x!,...,2™) — (2!,...,2™,0,...,0) hat. Da die
Umkehrabbildung f(M) — M ebenfalls stetig ist, diirfen wir nach eventuellem Verkleinern von V C N zu einer
kleineren Umgebung von ¢ annehmen, dass

frvnfM) cu,

oder mit anderen Worten, dass V N f(M) = f(U) gilt. Dies zeigt, dass (V,y) eine Schnittkarte fiir die Teilmenge
f(M) ist. O

Tatsachlich konnen wir als Korollar des vorherigen Satzes eine alternative Definition des Begriffs einer Unterman-
nigfaltigkeit geben.

Folge 7.27. Eine Teilmenge L C M einer glatten Mannigfaltigkeit M ist genau dann eine glatte Unterman-
nigfaltigkeit, wenn sie eine glatte Struktur besitzt, beziiglich derer die Inklusionsabbildung L <— M eine glatte
Einbettung ist. O

Wir betrachten nun die Beziehungen zwischen Submersionen und Untermannigfaltigkeiten. Wir treffen die
folgende Definition.

Definition 7.28. Sei f : M — N eine glatte Abbildung. Ein Punkt p € M heil3t ein reguldrer Punkt von f,
wenn f bei p eine Submersion ist, und andernfalls ein kritischer Punkt. Ein Punkt ¢ € N heif3t ein kritischer
Wert von f, wenn ¢ = f(p) fiir einen kritischen Punkt p gilt; andernfalls hei3t ¢ ein reguldrer Wert von f.

Satz 7.29. Fiir jede glatte Abbildung f : M™ — N™ mit reguldrem Wert ¢ € N ist L := f~1(q) C M eine
glatte Untermannigfaltigkeit mit dim L = dim M — dim N, und der Tangentialraum an jedem Punkt p € L ist
T,L = kerdf, C T,M.

\ J

Proof. Wir mochten Schnittkarten fiir L finden. Fiir jedes p € L = f~1(q) ist f nach Voraussetzung eine Submersion
bei p. Daher liefert Theorem 7.11 Karten « in einer Umgebung von p und y in einer Umgebung von ¢, sodass x(p)
und y(q) jeweils der Ursprung in den entsprechenden euklidischen Raumen sind und y o f o 2! zu der Abbildung
(x',...,2™) — (z!,...,2") wird. Die Nullmenge dieser Abbildung ist, in den x-Koordinaten betrachtet, eine
Umgebung von p in f~!(g); somit ist  eine Schnittkarte.

Wir betrachten nun den Tangentialraum und beweisen, dass 7, L = ker df), gilt. Beachte zunéchst, dass fiir jede Kurve
« in L durch p die zusammengesetzte Kurve f o v eine konstante Kurve bei ¢ € N ist. Daher gilt df,([y]) = 0 € T, N,
was T, L C ker df,, beweist. Da ¢ ein regulédrer Wert ist, ist df, : T,M — T, N surjektiv. Daraus folgt mit dem Rangsatz
beziehungsweise dem Dimensionssatz

dim7,L =dimL =dimM —dim N = dim7T,M — dimT;N = dimker T, f.

Definition 7.30. Untermannigfaltigkeiten der Form f~!(¢) C M fiir reguldre Werte ¢ € N heillen regulire
Niveaumengen von f.

Somit zeichnet sich eine Submersion f : M — N dadurch aus, dass alle ihre Niveaumengen reguldr und daher
glatte Untermannigfaltigkeiten sind.

Tatsédchlich beweist der Beweis von Theorem 7.29 auch das folgende Resultat {iber Abbildungen konstanten
Ranges.

Satz 7.31 (Niveaumengensatz fiir konstanten Rang). Sei f : M™ — N™ eine glatte Abbildung zwischen glatten
Mannigfaltigkeiten, sodass f konstanten Rang r hat. Dann sind die Niveaumengen von f, d.h. f~1(q) C M fiir
q € N, glatte Untermannigfaltigkeiten von M der Dimension m — r.

Wir haben nun eine sehr einfache Moglichkeit zu beweisen, dass einfache Beispiele wie die Einheitssphéren
S™ c R™*! tatsdchlich glatte Untermannigfaltigkeiten sind.
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Beispiel 7.32. Definiere f : R**! — R mithilfe des standardméRigen euklidischen Skalarprodukts durch f(x) =
|z|?> = (z, ). Dies ist eine glatte Abbildung, deren Differential an jedem Punkt z € R"*! durch d, f(v) = 2(z, )
gegeben ist. Daher ist sie {iberall auBer am Ursprung eine Submersion. Dies macht S™ = f~!(1) zu einer glatten
Untermannigfaltigkeit der Dimension (n+ 1) — 1 = n. Insbesondere erbt S™ eine natiirliche glatte Struktur, beziiglich

derer die Inklusion S™ — R"*! eine glatte Einbettung ist. Der Kern von d, f an einem Punkt z € S™ ist das
orthogonale Komplement von z, also

T,8" =z c R*HL,

Beispiel 7.33. Die glatte Abbildung f : R? — R : (z,y) ~ zy hat genau einen kritischen Punkt, nidmlich bei (z,y) =
(0,0). Daher ist f~1(t) fiir jedes t # 0 eine glatte Untermannigfaltigkeit (eine Hyperbel), und ebenso ist f~1(0) \
{(0,0)} eine glatte Untermannigfaltigkeit. Die Menge f~!(0) ist jedoch am Ursprung keine Untermannigfaltigkeit.
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