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2.2 Weitere Beispiele

Beispiel 2.15. Sei MY eine 0-dimensionale Mannigfaltigkeit. Wir wissen, dass es sich um einen abzihlbaren
Raum mit diskreter Topologie handelt. Die Koordinatensétze sind {(p,¢) | p € M, ¢ : {p} — R°} und sie erfiillen
trivialerweise die Kompatibilitidtsbedingungen, sodass M° eine eindeutige glatte Struktur besitzt.

Beispiel 2.16. Die durch den Atlas (R™, id) bestimmte glatte Struktur auf R™ wird als die Standard-glatte Struktur
auf R” bezeichnet.

Beispiel 2.17. Sei V™ ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum. Da jede Norm auf V' eine Topologie bestimmt
und alle Normen &quivalent sind, verwenden wir diese Topologie, um V als topologische Mannigfaltigkeit zu
betrachten. Wir zeigen im Folgenden, dass V' eine glatte Mannigfaltigkeit ist. Sei {ey,...,e,} eine geordnete Basis
von V und definiere den Isomorphismus ¢ : R” — V durch

o(x) = Z z'e;.
i=1

Diese Abbildung ist ein Homéomorphismus, und somit ist (V, ¢~1) eine Koordinatensystem.
Angenommen, {¢},..., e} sei eine beliebige andere Basis und ¢/(z) = Y., z'¢} sei der entsprechende Isomor-
phismus. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass es eine invertierbare Matrix [A}] gibt, sodass fiir jedes i gilt:

e; = Z?zl Ag e’;. Die Ubergangsabbildung ist dann gegeben durch

n n n
. -/ . . .
¢ tog(x) =2', wobei 2z’ €R" und E x) e = g r'e; = E z' Alel.

j=1 i=1 ij=1

Mit anderen Worten: Jede Abbildung, die = — z’ sendet, ist eine invertierbare lineare Abbildung und somit ein
Diffomorphismus, was beweist, dass beliebige zwei Koordinatensysteme C°°-kompatibel sind. Die Menge aller
solcher Koordinatensysteme definiert eine glatte Struktur auf V' und macht es zu einer glatten Mannigfaltigkeit.

Beispiel 2.18. Sei M (nxm,R) der Raum der reellen n x m-Matrizen. Da es sich hierbei um einen reellen Vektorraum
der Dimension nm handelt, ist er gemél} dem vorherigen Beispiel eine glatte nm-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Beispiel 2.19 (GL(n,R)). Der Raum der n x n-reellen invertierbaren Matrizen wird als allgemeine lineare Gruppe
GL(n,R) bezeichnet. Da dies eine offene Teilmenge der Menge aller Matrizen ist, handelt es sich um eine n?-
dimensionale glatte Mannigfaltigkeit.

Beispiel 2.20. Sind My, ..., M, glatte Mannigfaltigkeiten der Dimensionen ng, ..., ng, SO wissen wir bereits, dass
M x --- x My, eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n; + ns + - - - + ny ist. Die Koordinatensysteme
haben die Form (U; x -+ x Uk, ¢1 X - -+ X ¢y ). Wir stellen fest, dass, wenn es zwei solche Koordinatensysteme gibt,
dann gilt:

(h1 X - X hg) o (dr X o x ) = (o pr ) X e x (Yo By,

wodurch M; x --- X M} zu einer glatten Mannigfaltigkeit wird. Zum Beispiel ist der n-Torus T™ eine glatte
Mannigfaltigkeit.

Wir kdnnen eine Version von Satz 1.14 fiir glatte Mannigfaltigkeiten wie folgt schreiben.

Lemma 2.21. Sei M eine Menge und nehmen wir an, wir haben eine Sammlung {U, };c1, wobei I abzdhlbar ist,
von Teilmengen von M mit Abbildungen ¢, : U; — R", sodass Folgendes gilt.

el

(b) Fiir alle i ist ¢; eine Bijektion zwischen U; und einer offenen Teilmenge V; C R™.
(¢c) Fiir alle i, j sind die Mengen ¢;(U; N U;) und ¢,;(U; N U;) in R™ offen.
(d) Wenn U; N U, # 0 fiir einige i, j gilt, dann ist die Abbildung ¢; o ;' : ¢;(U; N U;) — ¢;(U; N U;) glatt.

(e) Fiir Punkte p,q € M gilt entweder, dass es ein U; gibt, in dem p und q liegen, oder es gibt verschiedene U,
und U; mit p € U und q € U;.

Dann besitzt M eine eindeutige glatte Struktur, sodass jedes (U;, ¢;) eine glatte Koordinatenzahl ist.
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Proof. Der Beweis dhnelt dem Beweis von Satz 1.14, wobei die Glattheitsbedingung durch Punkt (d) oben gewéhrleis-
tet ist. O

Wir konnen das vorstehende Lemma verwenden, um ein Beispiel fiir glatte Mannigfaltigkeiten zu geben, die die
reellen projektiven Rdume verallgemeinern.

Beispiel 2.22 (Grassmannsche Mannigfaltigkeiten). Sei V" ein reeller Vektorraum und sei
Gp(V)={W c V| W ist ein k — -dimensionaler Unterraum}. 2.5

Die Menge G (V) ist eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension k(n — k) und wird Grassmannsche Mannigfaltigkeit
genannt. Offensichtlich gilt G; (R"*!) = RP".

Wir zeigen, dass G (V') eine glatte Mannigfaltigkeit ist. Seien P und @ komplementére Unterrdume von V' der
Dimensionen k bzw. n — k, sodass V = P @ @ gilt. Ist f : P — @ eine lineare Abbildung, dann ist I'(f) C V ein
k-dimensionaler Unterraum mit

I'(f)y={v+ fV|veP}

Man kann nachweisen, dass I'(f) N Q = {0}. Umgekehrt gilt: Ist S C V ein beliebiger Unterraum mit trivialer
Schnittmenge mit Q, dann ist S = T'(f), wobei f = (mq,;) o (7p )" ist, wobei 77 : V — T die Projektion ist.
Nachdem dies festgestellt ist, setzen wir

L(P,Q)={L:P — Q| L linear},

was ein Vektorraum ist, und setzen Ug C G (V'), wobei Ug jene k-dimensionalen Unterrdume von V sind, die eine
triviale Schnittmenge mit ) haben. Da P € Ug gilt, ist dieser nicht leer. Die Zuordnung f — I'(f) ergibt eine
Abbildung

I': L(P,Q) — Ug,

die tatséchlich eine Bijektion ist. Bezeichnen wir I'~! = ¢. Da L(P, Q) = M ((n — k) x k, R) = R¥("=F) gilt, ist (Ug, ¢)
eine Koordinatensystem fiir G (V') und Teil (b) von Lemma 2.21 ist erfiillt.

Sei (P’, Q') ein weiteres Paar von Unterrdumen wie zuvor und sei ¢’ : Ug: rightarrowL(P’, Q') die entsprechende
Kartierung ist, dann stellen wir zunéchst fest, dass ¢(Ug N Ug') C L(P, Q) die Menge aller linearen Abbildungen
[P — Qist, fiir die I'(f) N Q" = {0}. Diese Menge ¢(Ug N Uy ) ist in L(P, Q) offen. Dies ldsst sich wie folgt zeigen.
Sei f € ¢(Ug N Uy ), was bedeutet, dass I'(f) N Q" = {0}. Bezeichnen wir mit Iy : P — V, I¢(p) = p+ fv, so ist
dies eine bijektive Abbildung von P nach I'(f). Auerdem ist ker mp: = @', sodass unter Verwendung der linearen
algebraischen Tatsache, dass

Rang(A o B) < Rang(B) mit Gleichheit <= Im(B) Nker A = {0},

sehen wir, dass mp: o I vollen Rang hat, und da die entsprechende Matrix stetig von f abhdngt, sehen wir, dass die
Menge aller solchen f mit I'(f) N Q' = {0} offen ist. Somit gilt auch Teil (c) von Lemma 2.21.

Wir zeigen nun, dass die Ubergangsabbildungen glatt sind, und iiberlassen die weiteren Einzelheiten als Ubung.
Wir wollen zeigen, dass ¢’ o ¢! eine glatte Abbildung auf ¢(Ug N Ug/) ist. Sei f € ¢p(Ug NUg/) C L(P,Q) eine
beliebige Funktion. Sei S der Unterraum I'(f) C V. Wenn f' = ¢' o $~1(f), dann gilt ' = (WQ?S) o (Trp‘fs)*l.
Irgendwie mochten wir diese Abbildung mit f in Verbindung bringen. Dies lasst sich wie folgt bewerkstelligen: Man
beachte, dass Iy : P — S = I'(f) ein Isomorphismus ist, also

f'=(mqy)olpo(Iy)~ o(mp )™ = (nqoly)o(mproly)™.

Nun koénnen wir eine beliebige Basis fiir V wahlen und eine Basis fiir die Rdume P, P’, Q, Q' aufschreiben; dann
seien A: P —-P,B:P—Q,C:Q— P'und D : Q — @' die linearen Abbildungen mit

A= TPl B= TQ s C= TR, und D = Q-
So erhalten wir beispielsweise fiir p € P

(mproly)p=(A+Cf)p, (ngols)p=(B+ Df)p,

und somit f’ = (B + Df)(A+ Cf)~'. Damit sind wir fertig, denn all dies sind Matrizen, deren Eintrége lediglich
rationale Funktionen sind, die von f abhéngen, und folglich héngen die Matrixeintrdge von f glatt von denen von f
ab. Da f glatt war, ist es die Ubergangsabbildung ebenfalls. Somit ist auch Teil (d) von Lemma 2.21 erfiillt.

14



S. DWIVEDI

Teil (a) folgt ebenfalls, denn wenn beispielsweise {ey,...,e,} eine beliebige Basis von V ist und F C {1,...,n}
mit |F'| = k. Dann gilt: Wenn Vy = lineare Spannungsgruppe{e;,i € F'} und wir Ur = Uy, mit dem entsprechenden
¢v,. = ¢r setzen, dann ist die endliche Menge {(Ug, ¢r) | F C {1,...,n}, |F| = k} ist ein glatter Atlas von G (V).

Analog lasst sich nachweisen, dass G (V) tatséchlich Hausdorff ist und somit die Grassmannsche Mannigfaltigkeit
eine glatte Mannigfaltigkeit ist.

XXXXXX
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