S. DWIVEDI

e Fiir k = 2, d.h. w € Q?(U), kann man durch eine langwierige Rechnung zeigen, dass fiir die C°°(U)-trilineare
Abbildung
dw :T(TU) x T(TU) x T(TU) — C>(U)

gilt:
dw(X,Y,Z2) =X (w(Y, Z2)) = Y (w(X, 2)) + Z(w(X,Y))
*W([X, Y]7Z) +w([X7 ZLY) *(U([Y, Z]vX)

Dies fiihrt uns zur folgenden invarianten Formel fiir dw:

Satz 13.17. Fiir jede w € QF(U) ist die (k + 1)-Form dw, aufgefasst als C>°(U)-multilineare Abbildung

dw : T(TU) x ... x T(TU) = C=(U),

k+1—mal
gegeben durch die Formel
dw(X1, ..., Xpt1) :—Z(— (V6 TS CRND () (13.18)
+Z D[ X, X1, X1, Xiy ooy Xy ooy Xig1)- (13.19)

1<j

\

Proof. Definiere dw iiber die Formel in (13.19). Wir miissen zeigen, dass

1. dw ein alternierender Tensor ist, d. h. fiir alle m < n gilt:
dw(Xl,...,Xm,...,Xn,...,Xk+1) = —dw(Xl,...,Xn,...,Xm,...7Xk+1).
Dass dies wahr ist, kann mithilfe von (13.19) iiberpriift werden.

(2) dw multilinear, genauer gesagt C*°(U)-linear auf U ist. Beachten Sie, dass dw offensichtlich R-linear ist. Wir
beweisen, dass fiir jedes f € C°(U) gilt:

dw(fX1, Xa, ..., Xgg1) = fdw(Xa, ..., Xpi1).
Berechnen wir nun:

dw(le,XQ,...,Xk+1) :fX1( (XQ,.. Xk+1))
+ 3 D)X (X X X))

i>1

+Z 1+l fXIa ]X27"'7)?’L'a"'an+1)
i>1

+ Z H_]OJ X“X] le,...7Xi,...,)?j,...,Xk+1)
1<i<y

:de(Xl,.. Xk+1)
+Z Z 1Xf (X17"'3‘)?i7"'7Xk+1)

i>1

_Z 1+1Xf (X17"'7Xi7"'uXk+1)
i>1

:deJ(X]_, s an-‘rl))

wobei wir im vorletzten Gleichheitszeichen die Eigenschaft ([fX,¢Y] = fg[X,Y] + (fXg9)Y — (¢Y f)X)
verwendet haben.

(3) Wir iiberpriifen nun, dass dw den lokalen Ausdruck (13.17) besitzt. Dies ist eine Ubungsaufgabe.
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DIFFERENTIAL GEOMETRY

Wir erhalten fiir das Dachprodukt, das innere Produkt und die Pullbacks (Riickziige) von Differentialformen auf
Mannigfaltigkeiten dieselben Formeln, wie wir sie fiir Formen auf Vektorrdumen hatten.

Das Dachprodukt (oder duflere Produkt) A : QF(U) x QLU) — QFL(U).
Zum Beispiel:

(dz' + 2d2?) A (do* A da® — do? A da® + 3dat A da®) = —Tdat A da® A da®.

Fiir jedes V € I'(T M) haben wir das innere Produkt iy : QF(M) — QF~1(M) mit
VJUJ(Xh e >Xk71) = ivw(Xl, cee 7Xk71) = w(V, Xl, e 7Xk,1).
Fiir jede glatte Abbildung F : M — N hat man den Pullback F* : QF(N) — QF(M). Dieser ist punktweise iiber die
lineare Abbildung dF, : T,M — Tp,) N definiert. Wenn also w € Q*(N), dann gilt:
(F*w)p(X1,. .., Xp) = wpppy (dFp(X1), ..o, dFp(Xk))-

Wir listen alle Eigenschaften im Zusammenhang mit Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten auf.

Lemma 13.18. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten. Angenommen, w € Q*(M), n € Q' (M), X € I'(T M)
und F : M — N sei eine glatte Abbildung. Dann gilt:

1. wAnp=(-1D*pAw.

2. F*(wAn) = F*wA F*n.
3. ix(wAn) = (ixw) An+ (—1)FwAixn.
4. dwAn) =dwAn+ (=1)Fw Adn.
5. ix cix = 0.
6. dod=0.
7. F*od=do F*.
Proof. Der Beweis verlauft analog zu den Beweisen, die wir fiir Vektorrdume gesehen haben. O

Definition 13.19. Eine Differentialform w heilt geschlossen, wenn dw = 0. Eine Differentialform w € Q* (M)
heilt exakt, wenn w = d) fiir ein € Q*~(M). Da d o d = 0, erhalten wir:

Jede exakte Form ist geschlossen.

13.6 Lie-Ableitungen von Differentialformen

Wir haben in § ?? Formeln zur Berechnung von Lie-Ableitungen glatter Tensorfelder hergeleitet, welche gleichermaléen
auf Differentialformen anwendbar sind. Im Fall von Differentialformen liefert die duf3ere Ableitung jedoch eine
wesentlich méichtigere Formel zur Berechnung von Lie-Ableitungen, was auch bedeutende theoretische Konsequenzen
hat.

Die Konzepte, die wir verstehen wollen, betreffen das Verhalten der Lie-Ableitung beziiglich: Dachprodukten,
inneren Produkten und der dufleren Ableitung. Wir beginnen mit dem Dachprodukt und erinnern daran, dass
das Dachprodukt w A 7 die Schiefsymmetrisierung des Tensorprodukts ist. Zudem zeigt Proposition 12.19, dass
Ly(A® B)=LyA® B+ A® Ly B gilt. Somit erhalten wir das Folgende:

Vorschlag 13.20. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, V € X(M) und w,n € Q*(M). Dann gilt:

ﬂv(w A\ ’17) = (va) AN+ wA (['VTD-
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S. DWIVEDI

Das néchste Theorem ist eine der wichtigsten Gleichungen iiber die Ableitungen von Differentialformen. Es
liefert eine bemerkenswerte Formel fiir Lie-Ableitungen von Differentialformen, die auf Elie Cartan zuriickgeht, den
franzosischen Mathematiker, der die Theorie der Differentialformen erfunden hat.

Satz 13.21 (Cartans magische Formel). Auf einer glatten Mannigfaltigkeit M gilt fiir jedes glatte Vektorfeld
V und jede glatte Differentialform w:

Lyw = Vi(dw) + d(V w). (13.20)

Proof. Wir beweisen durch Induktion nach k, dass (13.20) fiir glatte k-Formen gilt. Wir beginnen mit einer glatten
0-Form f, wobei
Vo(df)+dVaf)=Vadf =df(V)=V[f=Lv],
was gerade (13.20) entspricht.
Es sei nun k£ > 1 und angenommen, (13.20) sei bereits fiir Formen mit einem Grad kleiner als & bewiesen. Es sei
w eine beliebige glatte k-Form, die in glatten lokalen Koordinaten geschrieben ist als

szwIdx“ N
I

Wir moéchten die Induktionsvoraussetzung und den Induktionsanfang nutzen, daher schreiben wir f = z* sowie
B = wrdxz® A ... A dx™ und stellen fest, dass jeder Term im Ausdruck von w in der Form df A 3 geschrieben
werden kann, wobei f eine glatte Funktion und § eine glatte (k — 1)-Form ist. Aus Korollar ?? wissen wir, dass
Lydf =d(Lyf)=d(Vf) gilt. Folglich ist

Ly (df AB) = (Lvdf) NB+df A(LyvB)
—d(VF)AB+df AV 2dB+d(V 1 B)).

Andererseits berechnen wir unter Beachtung von V' . df = df (V) = V f:

Voad(df AB)+d(V s (df AB)) =V a(=df AdB)+d((Vf)B—df NV 15))
=—(VHdB+df ANV 2dB)+d(VF)ANB+ (VB +df ANd(V 1),
wobei wir die Tatsache verwendet haben, dass V i(w A7) = (Viw) An+ (=1)*w A (V) gilt. Somit ist
Ly(df NB) =V ad(df NB)+d(V s (df AB))
und (13.20) folgt per Induktion. O

Wir erhalten das folgende Korollar.

Folge 13.22 (Lie-Ableitung kommutiert mit d). Wenn V ein glattes Vektorfeld und w eine glatte Differential-
form ist, dann gilt:
ﬁv (dw) = d(ﬁvw)

Proof. Dies folgt aus Cartans Formel und der Tatsache, dass d o d = 0 gilt:
Lydw =V sd(dw)+ d(V sdw) = d(V sdw);
dLyw = d(V Jdw) +d(d(V Jw)) =d(V Jdw). O
Aufgabe 13.23. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und V' € X(M).
(a) Zeigen Sie, dass Ly o iy = iy o Ly gilt.
(b) Zeigen Sie, dass iy o Lyw = iy (V L dw) fiir jede glatte Form w gilt.

Unter Verwendung der invarianten Formel (13.19) fiir dw und Cartans magischer Formel erhalten wir eine weitere
Formel fiir die Lie-Ableitung einer Form.

Vorschlag 13.24. Wenn w eine glatte k-Form und X,Y1, ..., Y} glatte Vektorfelder auf einer glatten Mannig-

faltigkeit M sind, dann gilt:

(Lxw)(Yi,..., Vi) = X(@(V1,...,Y5) = Y w(Vi,...,[X, Yi],..., Y¢). (13.21)
i=1
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