DIFFERENTIAL GEOMETRY

Definition 13.2. Ein kovarianter k-Tensor o auf V heil3t alternierend oder schiefsymmetrisch, wenn er
sein Vorzeichen wechselt, wann immer zwei seiner Argumente miteinander vertauscht werden. Das heif3t, fiir
alle Vektoren vy, ...,v; € V und jedes Paar verschiedener Indizes i, j gilt

a(vr, .. Vi, Uy V) = —0(UL, .oV, e, Uiy e, V) (13.2)

Alternierende kovariante k-Tensoren werden auch als duflere Formen bezeichnet.

Sowie zur Erinnerung: Fiir jede Permutation o € Sy ist das Vorzeichen (oder das Signum) von o, bezeichnet
mit sgn o, gleich +1, wenn o gerade ist, und —1, wenn ¢ ungerade ist. Folglich impliziert (13.2), dass fiir einen
alternierenden Tensor «, beliebige Vektoren vy, ..., vy und jede Permutation o € S}, gilt:

a(Vo(1), -+ Vo(r)) = (880 0)(v1, ..., V),

und die Komponenten «;, . ;, von o wechseln das Vorzeichen, wann immer zwei Indizes miteinander vertauscht
werden.

Notation. Der Vektorraum aller alternierenden k-Tensoren auf V wird mit A*(V*) bezeichnet. Offensichtlich sind
alle 0-Tensoren und 1-Tensoren alternierend.

Vorschlag 13.3. Es sei a ein kovarianter k-Tensor auf einem endlichdimensionalen Vektorraum V. Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:

(@) « ist alternierend.
(b) a(vy,...,v;) =0, wann immer das k-Tupel (v1, ..., v) linear abhdngig ist.
(c) « liefert den Wert Null, wann immer zwei seiner Argumente gleich sind:

a(v1, ..., W, ..., W,...,v) =0.
Beweis. Die Implikationen (a) = (c) und (b) = (c) sind unmittelbar ersichtlich. Wir vervollstdndigen den Beweis,
indem wir zeigen, dass (c) sowohl (a) als auch (b) impliziert.

Nehmen wir an, dass « die Bedingung (c) erfiillt. Fiir beliebige Vektoren vy, ..., v impliziert die Voraussetzung:
0=avi,..., 05 +v5,...,0 +vj,...,0%)
= (U1, Vo3 Uiy, U) F (V1,05 U, V)
(v, Uy Uiy ey Uk) F (V1,0 U, U, V)
=a(vi,. iy 05, 0k) F (U, Vg, ).
Folglich ist « alternierend. Wenn andererseits (vy, ..., v) ein linear abhéngiges k-Tupel ist, dann lasst sich einer der

Vektoren v; als Linearkombination der anderen schreiben. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass
k—1
v = Z a’v;
j=1

gilt. Dann impliziert die Multilinearitét von «:

k—1
a(vy,...,vE) = Z a’afvi, ..., Ug—1,0j).
j=1
In jedem dieser Terme besitzt o zwei identische Argumente, sodass jeder einzelne Term Null ist. O

Wir definieren nun das Analogon des Symmetrisierungsoperators zur Konstruktion alternierender Tensoren.

Wir definieren die Projektion Alt: T%(V*) — A¥(V*), genannt Alternierung oder Schiefsymmetrisierung,
durch:

1
Alta = i Z (sgno)(®a),
gESk

wobei Sy, die symmetrische Gruppe auf k Elementen ist. Expliziter ausgedriickt bedeutet dies:

1
(Alt @)(v1, ..., v8) = 7 Z (sgno)a(ve(1ys - - > Vo(k))-

’ g€Sk
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Wenn beispielsweise [ ein 2-Tensor ist, dann gilt somit
1
(Alt ﬂ)(?), U)) = 5(6(7]711)) - ,B(’LU, U))
Fiir einen 3-Tensor ~ gilt:

(Alt ) (v1,v2,v3) = (7(“1702,03) +v(v2,v3,v1) + ¥(v3,v1,v2) = (v2,v1,v3) — Y(v1,v3,v2) — 7(1137U2701))~

| =

Wir versuchen nun, eine explizite Basis des Raumes A*(V*) zu konstruieren, indem wir das Konzept der
elementaren dufderen Formen einfiihren.

Notation. Fiir k£ € Z wird ein geordnetes k-Tupel I = (iy,...,i) positiver ganzer Zahlen als ein Multiindex
der Lange k bezeichnet. Wenn I ein solcher Multiindex ist und o € Sy, schreiben wir I, fiir den Multiindex
I, = (is(1) - - - »io(k))- Beachten Sie, dass I,, = (I,), fiir o, 7 € S}, gilt.

Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum, und angenommen, (¢!, ...,") ist eine beliebige Basis fiir V*. Wir
definieren nun eine Familie von duf3eren k-Formen auf V', welche die Determinantenfunktion auf R” verallgemeinern.
Fiir jeden Multiindex I = (i1, ...,) der Lidnge k mit 1 < iy,...,4; < n definieren wir einen kovarianten k-Tensor
el = gl durch

et(vr) oo e (uk) v
el(vy,...,v) = det =det | : .t ]. (13.3)
glk(vy) - e (vg) v,i’“ . Uzick
Da die Determinante bei Vertauschung zweier Spalten ihr Vorzeichen dndert, ist klar, dass ¢! ein alternierender
k-Tensor ist. Wir nennen ¢! einen elementaren alternierenden Tensor.
Beispiel 14.5. Ausgedriickt in der Standard-Dualbasis (e!, €2, €3) fiir (R?)* erhalten wir

e (v, w) = viw® — wlvd.

Vorschlag 13.4 (Eigenschaften elementarer duflerer k-Formen). Es sei (E;) eine Basis fiir V, (¢*) die zuge-
hérige Dualbasis fiir V* und ¢! wie oben definiert.

1. Wenn I einen doppelten Index enthélt, dann ist e/ = 0.
2. Wenn J = [, fiir ein o € Sy, dann gilt e’ = (sgno)e’.
3. Das Ergebnis der Auswertung von ¢ auf einer Folge von Basisvektoren ist
o 9
el(Ej,,...,E;,) = det : .o
D

\ J

Beweis. Wenn I einen doppelten Index enthilt, dann hat die Determinante in (13.3) fiir beliebige Vektoren
vy, ..., v Zwei identische Zeilen und ist folglich gleich Null, was (a) beweist. Wenn andererseits J aus I durch
Vertauschung zweier Indizes hervorgeht, weisen die entsprechenden Determinanten entgegengesetzte Vorzeichen
auf; dies impliziert (b). SchlieRlich folgt (c) unmittelbar aus der Definition von £’. O

Wir konnen nun die elementaren duleren k-Formen verwenden, um eine Basis fiir A*(V*) anzugeben. Ein
Multiindex I = (41, .. ., i) heil3t aufsteigend, wenn i; < --- < 7 gilt.
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Vorschlag 13.5 (Eine Basis fiir A*(V*)). Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Wenn (¢?) eine beliebige
Basis fiir V* ist, dann ist fiir jede positive ganze Zahl k < n die Familie duf3erer k-Formen

£ = {e! : I ist ein aufsteigender Multiindex der Lénge k}

eine Basis fiir A*(V*). Folglich gilt:

dim AF(V*)

Il
N
> 3
N——

|
=
HE
=

Wenn k > n, dann ist dim A*(V*) = 0.

\. J

Beweis. Dass A*(V*) der triviale Vektorraum ist, wenn k > n, folgt unmittelbar aus Proposition 13.3 (b), da in
diesem Fall jedes k-Tupel von Vektoren linear abhéngig ist. Fiir den Fall k¥ < n miissen wir zeigen, dass die Menge £
den Raum A*(V*) aufspannt und linear unabhingig ist. Es sei (E;) die zu (¢%) duale Basis fiir V.

Um zu zeigen, dass € den Raum A*(V*) aufspannt, sei a € A*(V*) beliebig. Fiir jeden Multiindex I = (i1, ..., i)
(nicht notwendigerweise aufsteigend) definieren wir eine reelle Zahl oy durch

oy = a(Eil,...,Eik).

Da « alternierend ist, gilt o; = 0, wenn [ einen doppelten Index enthélt, und a; = (sgno)ay, wenn J = I, fiir ein
o € Sy gilt. Fiir jeden Multiindex J haben wir somit:

Z Oé[EI(Ejl,...,Ejk):Oé]:a(Ej17...,Ejk).
I —aufsteigend
Daraus folgt }; _,ssceigend @ re! = a, sodass € den Raum A*(V*) aufspannt. Der Beweis der linearen Unabhéngigkeit
ist eine Ubungsaufgabe. O

13.2 Das Dach-Produkt

Wir betrachten nun eine Operation, die es uns ermoglicht, zwei oder mehr duldere Formen miteinander zu verkniipfen,
sodass sich wieder eine dul’ere Form ergibt. Wir arbeiten weiterhin auf einem reellen, endlichdimensionalen
Vektorraum V. Wie wir unten sehen werden, entspricht die Operation des Dach-Produkts genau der Alternierung des
Tensorprodukts mit einer passend gewahlten Normierungskonstante.

~

Definition 13.6. Fiir w € A¥(V*) und n € AY(V*) definieren wir ihr Dach-Produkt (oder d&uReres Produkt)
als die folgende duflere (k + [)-Form:
(k +1)!

wAn= il Alt(w @ 7). (13.4)

Einer der Griinde, warum wir diese Normierungskonstante in (13.4) wéhlen, ist die folgende Beziehung fiir
elementare alternierende Tensoren. Man kann {iberpriifen, dass fiir beliebige Multiindizes I = (41, ...,%) und

J=({j1,...,75) gilt:
el nel =€l
wobei IJ = (i1,...,ik, j1,. .-, Ji) durch Hintereinanderschreiben (Konkatenation) von I und .J entsteht.

Wir betrachten nun einige wichtige Eigenschaften des Dach-Produkts.
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Vorschlag 13.7. Angenommen, w,w’,n,n" und £ sind dullere Formen auf einem endlichdimensionalen
Vektorraum V.

1. Bilinearitdt: Fiir a,a’ € R gilt:
(aw +d'W')YAn=alwAn)+d W An),
nA(aw+dw') =anAw)+adnAd).

2. Assogiativitdt:
wA(MAE) = (wAn) A&

3. Antikommutativitdt: Fiir w € A¥(V*) und n € AY(V*) gilt:

wAn= (—l)kln/\w. (13.5)
4. Wenn (&%) eine beliebige Basis fiir V* ist und I = (iy, ..., i) ein beliebige Multiindex, dann gilt:
LA Atk =gl (13.6)
5. Fiir beliebige Kovektoren w', ..., w" und Vektoren vy, ..., v} gilt:
WA AW (v, o) = det(w (). (13.7)

\. J

Beweis. Da das Dach-Produkt die Alternierung des Tensorprodukts ist und das Tensorprodukt eine bilineare Operation
darstellt, folgt die Bilinearitiat des Dach-Produkts. Wir beweisen 2. und 3. fiir elementare alternierende Tensoren,
woraus sich der allgemeine Fall ergibt. Beachten Sie, dass

(e"NeTYNeX =T Nl =lTE = NTE =T A (67 N EF),

woraus die Assoziativitdt des Dach-Produkts folgt. Fiir Teil 3. stellen wir unter Verwendung der Eigenschaft, eine
dullere Form zu sein, wieder fest, dass

el ne? =€l = (sgno)e’! = (sgno)e’ Ael,
gilt, wobei o die Permutation ist, die IJ nach JI abbildet. Der wesentliche Punkt ist nun: Wenn man sowohl [
als auch J als Produkt von 2-Zyklen schreibt, erfordert das Verschieben von J nach vorne und I nach hinten das
Vorbeiziehen aller Indizes von J, weshalb sgn 7 = (—1)* aufgrund von 7 gilt. Dies beweist die Antikommutativitét
fiir alternierende Tensoren, und der allgemeine Fall folgt dann aus der Bilinearitat.
Teil (4) ist eine unmittelbare Konsequenz aus der Tatsache, dass e/ Ae”/ = ¢! gilt. Teil 5. bleibt als Ubungsaufgabe
tiberlassen. 0

Notation. Wir schreiben e/ = &t A -+ A gl*,

Definition 13.8. Fiir jeden n-dimensionaler Vektorraum V' definieren wir einen Vektorraum A(V*), genannt
die duf3ere Algebra (oder Grassmann-Algebra) von V, durch

A(V*) = é/\k(v*).
k=0

Beachten Sie, dass dim A(V*) = (§) + (1) +--- (,",) + (7) = 2" gilt.

1 n—1
Das Dach-Produkt ist eine Operation auf A(V*) und macht A(V*) zu einer assoziativen, aber nicht kommuta-

tiven Algebra.

Bemerkung 13.9. Eine Algebra A heil3t graduiert, wenn sie eine direkte Summenzerlegung
A=p A
keZ

besitzt, sodass das Produkt die Bedingung
(Ak)(Al) C Ak+l
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fiir alle k£ und [ erfiillt. Eine graduierte Algebra ist antikommutativ, wenn das Produkt die Bedingung
ab = (=1)*ba
fiir a € A, b € Al erfiillt. Folglich ist A(V*) eine antikommutative graduierte Algebra.
Wir sagen, dass eine k-Form w zerlegbar (oder dekomponierbar) ist, wenn sie als Dach-Produkt von k 1-Formen
geschrieben werden kann, also w = wy A - - - A wy, wobei die w; 1-Formen sind. Nicht jede k-Form ist zerlegbar, aber
jede k-Form kann als Linearkombination von zerlegbaren Formen dargestellt werden.

13.3 Inneres Produkt

Wir diskutieren nun kurz den Begriff des inneren Produkts (auch Einsetzung oder Kontraktion genannt).

Definition 13.10. Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Fiir jedes v € V' definieren wir eine lineare
Abbildung
iy: AF(V*) = ARF=L(V),

genannt inneres Produkt mit v, durch
tyw(wy, ..., wg—1) = w(v, W1, ..., WE_1). (13.8)
Das heif3t, 7, w entsteht aus w, indem man v in das erste Argument einsetzt. Wir verwenden auch die Notation

VW = TyWw.

und lesen dies als ,,v hook w*.

Sehen wir uns einige elementare Eigenschaften des inneren Produkts an.

Vorschlag 13.11. Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und v € V.
1. i, 01, =0.
2. Wennw € A¥(V*) und n € AY(V™), gilt:

va(w An) = (vaw) An + (=1)*w A (vn). (13.9)

\. J

Beweis. Wenn w eine Funktion oder ein Kovektor ist, liefert das zweimalige Anwenden des inneren Produkts direkt 0.
Fiir duflere Formen vom Grad k mit &k > 2 stellen wir fest, dass i, o i, bedeutet, dass wir denselben Vektor in die
ersten beiden Argumente einsetzen; da w alternierend ist, erhalten wir Teil 1.

Wir beweisen nun Teil 2. und merken an, dass es geniigt, den Fall zu betrachten, in dem sowohl w und 7 zerlegbar
sind, da jede duf3ere Form als Linearkombination von zerlegbaren Formen geschrieben werden kann.

Es sei v; = v € V und wihlen wir ein beliebiges (k — 1)-Tupel von Vektoren (v, ..., vs). Es seien w!, ... w
1-Formen. Wir zeigen zuerst, dass

k

k
(WA AR (o, o) = Z(—l)iflwi(vl)(wl A At A AwF) (g, .. o), (13.10)
i=1
gilt, wobei das Dach anzeigt, dass w’ ausgelassen wird. Um zu sehen, warum (13.10) wahr ist, bemerken wir, dass
die linke Seite die Determinante der Matrix [A];; ist, deren (i, j)-Eintrag w’(v;) lautet. Zur Analyse der rechten Seite
bezeichne v} die (k — 1) x (k — 1)-Submatrix von [A], die durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.
Dann ist die rechte Seite von (13.10) gleich

k

Z(—l)i_lwi(vl)det vl

i=1
Dies ist exakt die Entwicklung von det[A] nach Laplaceschem Entwicklungssatz entlang der ersten Spalte und folglich
gleich det[A]. Somit gilt (13.10). Daraus erhalten wir schlief3lich:

k
va(wr A AWR) = Z(—l)i_lwi(v)wl Ao AWEA - Awk,
i=1
was Teil 2 fiir zerlegbare Formen und damit fiir alle d&ul3eren Formen beweist. O
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