Differential Geometry Universitat Hamburg
JProf. Dr. Shubham Dwivedi Summer Semester 2026

Problem Set 8
Due date: 02.07.2026 at 14:00 hr

Only the problems with points will be graded./Es werden nur die Aufgaben bewertet.

Problems (German version follows the English version.)

1. Suppose M is a 3-manifold and « € Q!(M) is nowhere zero, so for every p € M, there is a well-defined
2-dimensional subspace &, := keray, C T, M. The set & := (J,¢ ), §p C T'M in this situation is called a smooth
2-plane field in M. We say that & is integrable if its defining 1-form « satisfies the condition a A da = 0.
1 [5 points] Show that the integrability condition depends only on & and not on a, i.e. for any 8 € Q' (M)
that is also nowhere zero and satisfies ker 8, = &, for all p € M, a A da =0 if and only if B A dS = 0.
Hint: If ker a, = ker 3, how are the two cotangent vectors oy, 3, € Ty M related?

2 [10 points] Prove that the following conditions are each equivalent to integrability:
(i) (da)ple, € A*E; vanishes for every p € M.
Hint: Evaluate (o A der), on a basis of T,M that includes two vectors in .
(ii) For every pair of vector fields X,Y € X(M) with X (p),Y(p) € & for all p € M, [X,Y] € X(M)
also satisfies [X,Y](p) € &, for all p € M.

1. Angenommen, M ist eine 3-Mannigfaltigkeit und o € Q!(M) ist nirgends null, sodass fiir jedes p € M ein
wohldefinierter 2-dimensionaler Unterraum &, := keray, C T, M existiert. Die Menge £ := UpE uép CTM
wird in dieser Situation als ein glattes 2- Ebenenfeld in M bezeichnet. Wir sagen, dass £ integrabel ist, wenn die
definierende 1-Form « die Bedingung a A da = 0 erfiillt.
1 [5 Punkte] Zeigen Sie, dass die Integrabilitidtsbedingung nur von & und nicht von « abhéngt, d. h. fiir
jede weitere nirgends verschwindende 1-Form 3 € Q'(M), die ker 8, = &, fiir alle p € M erfiillt, gilt
a A da =0 genau dann, wenn S A df = 0.
Hinweis: Wenn ker oy, = ker 8, gilt, wie hingen die beiden Kotangentialvektoren oy, B, € Ty M zusam-
men?

2 [10 Punkte] Beweisen Sie, dass die folgenden Bedingungen jeweils dquivalent zur Integrabilitat sind:
(i) (da)ple, € A*€} verschwindet fiir jedes p € M.
Hinweis: Werten Sie (o A da), auf einer Basis von T,M aus, die zwei Vektoren in §, enthdlt.
(ii) Fir jedes Paar von Vektorfeldern X,Y € X(M) mit X(p),Y (p) € &, fiir alle p € M erfiillt auch
[X,Y] € X(M) die Bedingung [X,Y](p) € &, fiir alle p € M.

2. Let A € QY(M) be a fixed 1-form.
1 Show that the bilinear map w: X(M)xX(M) — C°°(M) defined by w(X,Y) := Lx(A(Y))—Ly (A(X))—
A[X,Y]) defines a tensor field of type (0, 2).

2 [5 points| Find the local coordinate transformation formula for w to show that the local coordinate
formula
wij = 82)\] - aj)\z
also defines a tensor field on M, i.e., the formula is coordinate invariant. What is the difference between
the tensor w in Part 1 and this problem?

3 Prove that the local coordinate definition
Wiy = 81)\7
is not coordinate invariant, i.e. in general there does not exist any w € I'(T 0.2 pr ) whose components

are related to those of A in this way for every choice of chart.
1



SHUBHAM DWIVEDI Differential Geometry

2. Es sei A € QY(M) eine fixierte 1-Form.

1 Zeigen Sie, dass die bilineare Abbildung w: X(M) x X(M) — C*(M), definiert durch w(X,Y) :=
Lx(MY)) — Ly (A(X)) — M[X,Y]), ein Tensorfeld vom Typ (0, 2) definiert.

2 [5 Punkte| Bestimmen Sie die lokale Koordinatentransformationsformel fiir w, um zu zeigen, dass die
lokale Koordinatenformel

Wij = &AJ — @)\Z
ebenfalls ein Tensorfeld auf M definiert, d.h. dass die Formel koordinateninvariant ist. Was ist der
Unterschied zwischen dem Tensor w in Teil 1 und dieser Aufgabe?
3 Beweisen Sie, dass die lokale Koordinatendefinition
wij = 81)\]

nicht koordinateninvariant ist, d. h. im Allgemeinen existiert kein w € F(T(072)M ), dessen Komponenten
in dieser Weise fiir jede Wahl einer Karte mit denen von A zusammenhéngen.

X

3. Recall the concept of smooth almost complex structure J € T'(T' M) from the lectures. We will view J as
a smooth map J: T'M — TM whose restriction to each tangent space T, M is a linear map J,: T,M — T, M
with Jg = —1. The Nijenhuis tensor is defined from J via the map

N:X(M) x X(M) = X(M), N(X,Y):=[JX,JY]-J[JX,Y]|-JX,JY]-[X,Y].
1 Prove that this formula defines a tensor field of type (1,2).

2 [5 points] Show that in local coordinates, the components of N and J are related by

N = JLoyJf — JeouJ) + Jf (0} — 9;0}) -

3 [5 points| Show that N vanishes identically if dim M = 2.
Hint: Notice that N(X,Y) is antisymmetric in X and Y. What is N(X,JX)?

4 An almost complex structure J is called integrable if near every point p € M there exists a chart (U, x)
in which the components J; become the entries of the constant matrix

e (0 ) cmm

where each of the four blocks is an n-by-n matrix and dim M = 2n. Show that if J is integrable, then
N = 0. Such a J is also called a complex structure on M.

Remark: The matrix Jo represents the linear transformation C* — C": z — iz if one identifies C* with R2"
via the correspondence C" 3 x + iy <+ (X,y) € R® x R® = R?", thus an integrable almost complex structure
makes M into a “complex manifold”. By a deep theorem of Newlander and Nirenberg from 1957, the converse
of part 4 is also true: if the Nijenhuis tensor vanishes, then J is integrable.

3. Rufen Sie sich das Konzept einer glatten fastkomplexen Struktur J € T'(TVM) aus den Vorlesungen
ins Gedéchtnis. Wir betrachten J als eine glatte Abbildung J: TM — TM, deren Einschrankung auf jeden
Tangentialraum 7T, M eine lineare Abbildung J,: T,M — T, M mit Jg = —1 ist. Der Nijenhuis-Tensor wird
aus J iiber die folgende Abbildung definiert:

N:X(M) x X(M) — X(M), N(X,Y):=[JX,JY] - JJX,Y] - J[X,JY] - [X,Y].
1 Beweisen Sie, dass diese Formel ein Tensorfeld vom Typ (1,2) definiert.

2 [5 Punkte| Zeigen Sie, dass die Komponenten von N und J in lokalen Koordinaten wie folgt zusam-
menhéngen:

N = JLoyJf — Jeou gl + Jf (0! — 0;0) .
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3 [5 Punkte]| Zeigen Sie, dass N identisch verschwindet, wenn dim M = 2 gilt.
Hinweis: Beachten Sie, dass N(X,Y) antisymmetrisch in X undY ist. Was ist N(X,JX)?

4 Eine fastkomplexe Struktur J heift integrabel, wenn es um jeden Punkt p € M eine Karte (U, x) gibt,
in der die Komponenten J]Zf zu den Eintradgen der konstanten Matrix

— 0 —I 2nx2n
Jo = (I 0 ) eR

werden, wobei jeder der vier Blécke eine n x n-Matrix ist und dim M = 2n gilt. Zeigen Sie: Wenn J
integrabel ist, dann gilt N = 0.

Bemerkung: Die Matrix Jg représentiert die lineare Transformation C* — C™: z + iz, wenn man C" mit
R?" {iber die Korrespondenz C" 3 x + iy < (x,y) € R” x R" = R?" identifiziert; somit macht eine integrable
fastkomplexe Struktur M zu einer ,komplexen Mannigfaltigkeit“. Nach einem tiefen Satz von Newlander und
Nirenberg aus dem Jahr 1957 gilt auch die Umkehrung von Teil 4: Wenn der Nijenhuis-Tensor verschwindet,
dann ist J integrabel.

X

4. Prove that the invariant formula for dw, w € Q*(M) proved in the lectures indeed gives the local coordinate
formula ‘ ‘ ‘
dw = Z(@iwilmik)dx’ ANdz* N - ANdx'.
i1
4. Beweisen Sie, dass die in den Vorlesungen bewiesene invariante Formel fiir dw mit w € Q*(M) tatséchlich
die lokale Koordinatenformel . ' '
dw = Z(@iwil,”ik)dm’ Adz™ A--- Ndx'e
i1
ergibt.
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